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✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ st❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛s❛❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ s♦❧✐❞s✱ ✇❤❡t❤❡r ♣❤②s✐❝❛❧
♦r ❝❤❡♠✐❝❛❧✱ t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ t❤❡♠❡ ♦❢ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✲▼✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s✳ ❈r②st❛❧s ❛r❡ ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧②
s②♠♠❡tr✐❝✱ ❛♥❞ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♣❧❛②s ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋♦r
♠❛t❡r✐❛❧s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧ ❛t♦♠s✱ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ❝❛♥
❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② t❤❡✐r ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛❣✲
♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ♦r❞❡rs ✐♥ ❝r②st❛❧s✱ s②♠♠❡tr② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
♣♦❧❛r ❛♥❞ ❛①✐❛❧ t❡♥s♦rs✱ ✐s t❛❝❦❧❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t s②♠♠❡tr② ✇✐❧❧ ❜❡ ♦❢t❡♥
❡♠♣❧♦②❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡✲♣r♦♣❡rt② r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✳ ❚❤❡
♥❡①t ❝❤❛♣t❡r ✇✐❧❧ ❝♦♥❝❡r♥ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛s♣❡❝ts
✉s❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♥❞ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s♦❧✐❞s t❤❛t ✇❡r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s
✇♦r❦✳
✶✳✶ ❲❤❛t ❤♦❧❞s s♦❧✐❞s t♦❣❡t❤❡r✿ ❛t♦♠s ❛♥❞ ❢♦r❝❡s
▼♦st ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s♦❧✐❞s ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡✐r ❛t♦♠✐❝ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✭str✉❝t✉r❡✮ ❛♥❞
t❤❡ ❢♦r❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛t♦♠s ✭❡❧❡❝tr♦♠❛❣♥❡t✐❝✮✳ ■♥ t❤✐s ♦♣❡♥✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❡♥❝❡ ✜rst
❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ s②♠♠❡tr② ✇❤✐❝❤ ✉♥❞❡r♣✐♥s t❤❡ ❢✉♥✲
❞❛♠❡♥t❛❧ ♦❢ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤②✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✇❤❛t ❤♦❧❞s t❤❡ s♦❧✐❞s t♦❣❡t❤❡r ❢r♦♠ t❤❡
♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜♦♥❞✐♥❣✳
✶✳✶✳✶ ❈r②st❛❧ str✉❝t✉r❡✿ s②♠♠❡tr②✱ r❡❛❧✐t②✬s r✐❞❞❧❡
❈r②st❛❧s ❛r❡ t❤❡ ♠♦st str✉❝t✉r❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ s♦❧✐❞s✳ ❇② t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t②✱ t❤❡ ✉♥✐t
❝❡❧❧✱ ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛♥ ❛t♦♠ ♦r ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛t♦♠s✱ ✇✐❧❧ ❜❡ r❡♣❡❛t❡❞ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥ ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ✇❛②
❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝r②st❛❧ ✐s ❞❡✜♥❡❞✳ ❆t♦♠s ❝❛♥ ❜❡ ♣❛❝❦❡❞
t♦❣❡t❤❡r t♦ ❢♦r♠ ❞✐st✐♥❝t ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡s ❜② s♦♠❡ ♠❛✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ✐♥
♦r✐❣✐♥✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♣❛❝❦✐♥❣ ❛t♦♠s ♦❢ ✈❛r✐♦✉s s✐③❡s ♦r s♣❡❝✐✜❝ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜♦♥❞✐♥❣✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s
t♦ ❛ ❣r❡❛t ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ♦❢ ❛rt✱ t❤✐s ✐s ✈❡r② ❜❡❛✉t✐❢✉❧
✼
Chapter 1: Introduction
❛s ✐❢ ❡♥t❡r✐♥❣ ❛♥ ❛rt ❣❛❧❧❡r②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ♣❛② ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❢♦r♠❛❧✐s♠✿ s②♠♠❡tr②✳
◆♦t ♦♥❧② ✐s ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② s②♠♠❡tr② ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ❝♦♥❝♦♠✐t❛♥t ♣❤②s✐❝❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✶✳✶✳✸ ❝❛♥ ❜❡ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst♦♦❞✳ ❲❡ ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t
t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✐ts❡❧❢ ♣r❡s❡♥ts s②♠♠❡tr② ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ s✐♠♣❧❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✱ t❤❡r❡
❛r❡ ♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t s②♠♠❡tr✐❡s t❤❛t ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝❡rt❛✐♥ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t
❧❡❛✈✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♣♦✐♥t s②♠♠❡tr✐❡s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ♣♦✐♥t s②♠♠❡✲
tr② ♦♣❡r❛t✐♦♥s✿ r♦t❛t✐♦♥✱ ✐♥✈❡rs✐♦♥✱ r❡✢❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ r♦t♦✲✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ❙②♠♠❡tr② ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞
♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝♦♠❜✐♥❡ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ ♥❡✇ s②♠♠❡tr② ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❇② t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ s②♠♠❡tr② ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢
❛❧❧ s②♠♠❡tr② ❡❧❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❛tt❛✐♥❡❞✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ s❡ts ♦❢ s②♠♠❡tr② ❡❧❡♠❡♥ts ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥t s②♠♠❡tr② ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❛❧❧
✈❛❧✐❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ t❤❡♠✱ ✸✷ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞✳
❙♦ ❢❛r✱ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ s②♠♠❡tr② ♦❢ ❝r②st❛❧ ✇❛s ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ ♣♦✐♥t s②♠♠❡tr②✳ ❚❤❡ tr❛♥s✲
❧❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr② ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢
❝r②st❛❧✳ ❚❤❡ ✜rst ✐❞❡❛ ✐s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣s ✇✐t❤ t❤❡ ✶✹ ❇r❛✈❛✐s ❧❛tt✐❝❡s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r s②♠♠❡tr② ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s ✻✶ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣s✳ ❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡
r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✢❡❝t✐♦♥ s②♠♠❡tr✐❡s ✇✐t❤ ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ t✇♦ ♥❡✇ t②♣❡s ♦❢ s②♠♠❡tr② ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱
s❝r❡✇ ❛①❡s ❛♥❞ ❣❧✐❞❡ ♣❧❛♥❡s✱ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ■♥ t♦t❛❧✱ ✷✸✵ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣s ✇✐❧❧
❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ✈✐❛ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡s❡ ♥❡✇ s②♠♠❡tr② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤♦s❡ ❛❧r❡❛❞② ❡①✐st✐♥❣ ✐♥ t❤❡
♣♦✐♥t ❣r♦✉♣s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳
❉✐✛r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ①✲r❛②s ♦r ♥❡✉tr♦♥ ✐♥✈♦❧✈❡s ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ♣❧❛♥❡s ♦❢ ❛t♦♠s✳
❆♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✐♥✈♦❧✈❡ ♠♦t✐♦♥s ♦❢ ♣❧❛♥❡s ♦❢ ❛t♦♠s✳ ❲✐t❤ s✉❝❤ ❛ ♣r♦♠✐♥❡♥t
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ ♣❧❛♥❡s ♦❢ ❛t♦♠s✱ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r②st❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❛t♦♠✐❝ ♣❧❛♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❢♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧
❧❛tt✐❝❡✳ ❯s✉❛❧❧②✱ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
Vcell = ~a · (~b× ~c) ✭✶✳✶✮
❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤r❡❡ ✈❡❝t♦rs ✐♥ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ s♣❛❝❡
~a∗ =
2π
Vcell
~b× ~c,~b∗ =
2π
Vcell
~c× ~a,~c∗ =
2π
Vcell
~a×~b ✭✶✳✷✮
❲❡ ❝❛♥ ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ~d∗hkl ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ~a
∗, ~b∗, ❛♥❞
~c∗
~d∗hkl = h~a
∗ + k~b∗ + l~c∗ ✭✶✳✸✮
✇❤❡r❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ✐♥t❡❣❡rs ❤✱❦✱❧ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ▼✐❧❧❡r ✐♥❞✐❝❡s✳ ❯s✉❛❧❧②✱ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♥♦r♠❛❧ t♦ ~d∗hkl
✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✭❤❦❧✮✳
❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ✐s ♥♦t ♦♥❧② ✈❡r② ❤❡❧♣❢✉❧ ✐♥ ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s
✭❡✈❡♥ ✐❢ ✐t ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❢♦r♠❛❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡s ♦❢
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❋✐rst✱ s❡❝♦♥❞✱ t❤✐r❞✱ ❛♥❞ ❢♦✉rt❤ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡s ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ❧❛tt✐❝❡✳❬✷❪
❛t♦♠s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝r②st❛❧✮ ❜✉t✱ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ✉s❡❞ ✐♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣❤②s✐❝s ♦❢ ✇❛✈❡s✱
✇❤❡t❤❡r t❤❡② ❛r❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡s ✭r❡s♣❡❝t t♦ ❧❛tt✐❝❡ ❞②♥❛♠✐❝s✮ ♦r ❡❧❡❝tr♦♥ ✇❛✈❡s ✭r❡s♣❡❝t t♦
❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡✮✱ ✐♥ s♦❧✐❞s❬✶❪✳ ❚♦ ♣r♦♣❡r❧② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥s ♦❢ ♣❤♦♥♦♥s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s
✐♥ ❧❛tt✐❝❡✱ ❛♥♦t❤❡r ❝♦♥❝❡♣t✱ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡✱ r❡❧❛t❡❞ t♦ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ s♣❛❝❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❞♦♣t❡❞✳ ❆
❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡ ✐s ❛♥② ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡✳ ❲❡ ♠❛② ❝♦♥str✉❝t t❤❡ ✜rst
❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡ ✐♥ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ s♣❛❝❡ ❜② t❤❡ ✇❛② ♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❲✐❣♥❡r✲❙❡✐t③ ❝❡❧❧ ❢♦r t❤❡
❞✐r❡❝t ❧❛tt✐❝❡✱ ✐✳❡✳ ❞r❛✇✐♥❣ t❤❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ❜✐s❡❝t♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣♦✐♥t ❛♥❞ ❡❛❝❤
♦❢ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡s❡ ❜✐s❡❝t♦rs ❢♦r♠ t❤❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳ ❚❤❡
❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡s ♦❢ ❛ s❡❝t✐♦♥ sq✉❛r❡ ❧❛tt✐❝❡ ✇❡r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✳
❚✇♦ ✇❛✈❡s ✇❤♦s❡ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦rs ❞✐✛❡r ❢r♦♠ ❛ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ✈❡❝t♦r ❤❛✈❡ ❛♥ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❡✛❡❝t ♦♥
❛ ❝r②st❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ♣♦✐♥t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦rs ✇✐t❤✐♥ ✜rst ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡ ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t
t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ✇❛✈❡s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ✇❛✈❡s ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝r②st❛❧✳ ❲❛✈❡s ❛r❡
t❤❡r❡❢♦r❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✉♥❞❡r s❤✐❢ts ♦❢ t❤❡ ✇❛✈❡✈❡❝t♦r ❦ ❜② ❛ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ✈❡❝t♦r
✷π✴❛✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❞❡s❝r✐❜❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜rst ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡✳
✶✳✶✳✷ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ❜♦♥❞✐♥❣
■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✜rst ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❛t s♦❧✐❞s ❛r❡ ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛t♦♠s
❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ♣❡r✐♦❞✐❝ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣ ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢
s②♠♠❡tr② ♦❢ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s②♠♠❡tr② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s♦❧✐❞s✳ ■t ✐s t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❢♦r❝❡s ❛❝t✐♥❣
♦♥ ❛t♦♠s t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s ❜♦♥❞ ❧❡♥❣t❤✱ ❜♦♥❣ ❛♥❣❧❡✱
❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
❉r❛✇✐♥❣ ✉♣♦♥ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛❧❡♥❝❡ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ♠❡t❛❧s ❢r♦♠
✐♥s✉❧❛t♦rs✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❛ ❧❡ss r✐❣♦r♦✉s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✐❞s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❜♦♥❞✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞
♦♥ ❡♠♣❤❛s✐③✐♥❣ t❤❡✐r ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t②♣❡s ♦❢ ❛t♦♠s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ s♦❧✐❞s✱ s❡✈❡r❛❧ t②♣❡s ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜♦♥❞s ❝❛♥
❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♦♥✐❝ ❜♦♥❞s✱ ❝♦✈❛❧❡♥t ❜♦♥❞s✱ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❜♦♥❞s✱ ❱❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❜♦♥❞s
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❛♥❞ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞s✳ ❆♥② ❣✐✈❡♥ ♠❛t❡r✐❛❧ ♠❛② ❡①❤✐❜✐t s❡✈❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡s❡ t②♣❡s ♦❢ ❜♦♥❞✲
✐♥❣✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❜② s✐♠♣❧②
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡s❡ ❜♦♥❞s✳
■♦♥✐❝ ❜♦♥❞ ✐s t❤❛t ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ ❝♦♠♣♦✉♥❞s✱ ✐t ✐s ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❢♦r ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ t♦ ❜❡
♣❤②s✐❝❛❧❧② tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❛t♦♠ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t✇♦ ♦♣♣♦s✐t❡❧② ❝❤❛r❣❡❞ ✐♦♥s✳
❚❤❡s❡ ✐♦♥s ✇✐❧❧ ❛ttr❛❝t ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ t❤r♦✉❣❤ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ✐♦♥✐❝ s♦❧✐❞s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ❤❛r❞ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❤✐❣❤ ♠❡❧t✐♥❣ ♣♦✐♥ts✳ ❚❤❡②
❣❡♥❡r❛❧❧② ❛r❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✐♥s✉❧❛t♦rs✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t②♣❡ ♦❢ ❜♦♥❞✐♥❣ ✐s ❝♦✈❛❧❡♥t ❜♦♥❞s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡ ♣❛✐rs ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡
s❤❛r❡❞ ❜② t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❛t♦♠s✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥ ♦r❜✐t❛❧s ♦♥ ❡❛❝❤
❛t♦♠s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❧♦✇❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣②✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❝♦✈❛❧❡♥t ❜♦♥❞s✳
▼❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ❝♦✈❛❧❡♥t ❜♦♥❞s t❡♥❞ t♦ ❜❡ str♦♥❣ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦rs ♦r ✐♥s✉❧❛t♦rs✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦✈❛❧❡♥t ❜♦♥❞s ❛r❡ ✈❡r② ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧✱ t❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ♥♦♥✲❞✉❝t✐❧❡✳ ❚❤❡
❜♦♥❞✐♥❣ ♦❝❝✉r✐♥❣ ✐♥ ❛ ♠❡t❛❧ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❜♦♥❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❢♦r♠ ❛ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞
❡❧❡❝tr♦♥ ❣❛s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝r②st❛❧ ✇✐t❤✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♦♥ ❝♦r❡s ❛r❡ ❞✐s♣❡rs❡❞✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞✱ ♠❡t❛❧s ❛r❡ ❤❡♥❝❡ ♦❢t❡♥ ❞✉❝t✐❧❡ ❛♥❞ ♠❛❧❧❡❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ♦❢
❝♦✉rs❡✱ t❤❡② ❛r❡ ❣♦♦❞ ❝♦♥❞✉❝t♦rs ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❤❡❛t✳
❆ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✇❡❛❦ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✈❛♥ ❞❡r ❲❛❛❧s ❜♦♥❞s✱ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ✐♥✲
❞✉❝❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡✲❞✐♣♦❧❡ ❡✛❡❝ts✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝❤❛r❣❡ tr❛♥s❢❡r ❜❡t✇❡❡♥
❛t♦♠s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛t♦♠ ✐s s♣❤❡r✐❝❛❧❧② s②♠♠❡tr✐❝✳ ■t ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r
t❤❡ ❝♦❤❡s✐♦♥ ♦❢ r❛r❡✲❣❛s s♦❧✐❞s s✉❝❤ ❛s ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❛r❣♦♥✱ ❛♥❞ ♠♦st ♠♦❧❡❝✉❧❛r s♦❧✐❞s ❝♦♥s✐st ♦❢
♦r❣❛♥✐❝ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s s❤♦rt✲r❛♥❣❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥❝❡r♥s ❡ss❡♥t✐❛❧❧②♥❡❛r❡st✲♥❡✐❣❤❜♦✉r
❛t♦♠s ❬✸❪✳ ❆ ✇❡❛❦ ❤②❞r♦❣❡♥ ❜♦♥❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ✇❛t❡r✱ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❛ttr❛❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ❤②❞r♦❣❡♥ ♦♥ ♦♥❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡ ❛♥❞ ♦①②❣❡♥ ♦♥ ❛♥♦t❤❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡✳
❇② ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜♦♥❞✐♥❣✱ ✇❡ ♠❡❛♥ t❤❛t t❤❡ ❛t♦♠s ❛r❡ ❤❡❧❞ ✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❜② ♠✉t✉❛❧ ❢♦r❝❡s✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤✐s ✐♥t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ✇❡ ♠❛② ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✶✳✸✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝r②st❛❧s✳ ❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✱ s✉❝❤
❛s ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ str❡ss❡s✱ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✱ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s✱ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s♦❧✐❞s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥
♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❞✐st♦rt✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡✳ ❚❤✐s ♠❛② ✐♥ t✉r♥ ❧❡❛❞ t♦
s♦♠❡ ❡①♦t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛♥❞ ❛s ❛ r❡s✉❧t ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
✇❛② t♦ st✐♠✉❧❛t❡ ♦r s✉♣♣r❡ss s♣❡❝✐❛❧ ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ s♦❧✐❞s✳ ■♥
❝r②st❛❧s✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇✐❧❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠s✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❞✉❝❡s ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts
♦❢ ❛t♦♠s ✇✐t❤ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ st❛t✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤♦s❡
❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤✱ ❛❧❧ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐❧❧ ♠❡❧t ♦r s✉❜❧✐♠❡✱
❜✉t ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇✐❧❧ ♦❝❝✉r ✐♥ s♦♠❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥
♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝❛❧❧②✱ ❛♥❞ ✈✐❛ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ♦❢ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭s❡❡
t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✮✳
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✶✳✷ ▼❛❣♥❡t✐s♠ ✐♥ s♦❧✐❞s
■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❛t t❤❡ s♦❧✐❞s ❛r❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❛t♦♠s✳ ❲❡
✇✐❧❧ ♥♦✇ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐♥ s♦❧✐❞s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♦r✐❣✐♥✱ ❝❛❧❧❡❞ ♠❛❣✲
♥❡t✐s♠✳❚❤❡ ✜rst q✉❡st✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛♥s✇❡r ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ✇❤② ❛t♦♠s ❤❛✈❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts✱
❛♥❞ t❤❡♥ ❤♦✇ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts s♦♠❡t✐♠❡s ❛❧✐❣♥✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛s ♦❢ ❜r♦❦❡♥
s②♠♠❡tr②✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② s♦♠❡ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s❡✲
q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❜r♦❦❡♥ s②♠♠❡tr②✳ ▼❛❣♥❡t✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛ss♦❝✐❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❛s
✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❧♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ✇✐❧❧ ❜❡ ✜♥❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡② ✇❡r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ♠❡❛♥s
♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳
✶✳✷✳✶ ▼❛❣♥❡t✐s♠
✶✳✷✳✶✳✶ ❖r✐❣✐♥s ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐s♠
❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♠❛♥✐❢❡st❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐s♠ ♦❢ ❛ttr❛❝t✐♦♥ ♦r r❡♣✉❧s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛❣✲
♥❡ts✱ ❛s ♣❡♦♣❧❡ ❦♥♦✇✱ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛s❝r✐❜❡ ❢r♦♠ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r
♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ❛t♦♠✳ ●❡♥❡r❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ✐s♦❧❛t❡❞ ❛t♦♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❡
♦r❜✐t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ❛r♦✉♥❞
t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r✱ l✱ ❝❛❧❧❡❞ ♦r❜✐t❛❧ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♠❛❣♥✐✲
t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ✭❞❡♥♦t❡❞ ✇✐t❤ ⑤▲⑤✮ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❋♦r ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
❡❧❡❝tr♦♥✱ ⑤▲⑤ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ l ❜② |L| =
√
l(l + 1)↔✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r✱ ml✱ r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ q✉❛♥t✐③❡❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳
❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ♦r❜✐t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛❧♦♥❣ ❛ ✜❡❧❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦
ml↔✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ❛♥② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ♦r❜✐t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥
✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t♦t❛❧ ♦r❜✐t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
❢r♦♠ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ♣❛rt ✐s m =
√
l(l + 1)µB✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝
♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ❛♥ ❡❧❡❝tr♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s♣✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♠♦♠❡♥t✉♠ ⑤❙⑤✳ ❚❤❡
s♣✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ✈❛❧✉❡ 1
2
✱ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ t❤❡ s♣✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♠♦♠❡♥t✉♠
❜② |S| =
√
s(s+ 1)↔ =
√
3
2
↔✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t❡r♠ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r ml ✐s s♣✐♥
♠❛❣♥❡t✐❝ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r ms✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♦♥❧② t❛❦❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ±12 ✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ s♣✐♥ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛❧♦♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ✐s t❤❡♥ ms↔✳ ❚❤❡ s♣✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉✲
t✐♦♥ t♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② m =
√
s(s+ 1)gµB✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛❧♦♥❣ ❛ ✜①❡❞ ❛①✐s
❡q✉❛❧s t♦ −gµBms✳
■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥ r❡❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ♠❛♥② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ s✉❝❤ ❛s
♠❛❣♥❡t♦str✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡✱ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♦r r❡❧❛t❡❞ ❜② s♣✐♥✲♦r❜✐t ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❙♣✐♥✲
♦r❜✐t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② s♣✐♥ ❛♥❞ ♦r❜✐t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t❛✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ❢r♦♠
s♣✐♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr♦♥✬s ♦r❜✐t❛❧ ♠♦t✐♦♥s✳ ❚❤❡
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ s♣✐♥✲♦r❜✐t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦♥ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✉s✱ ✐♥ ♦t❤❡r
✇♦r❞s✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡rs ❩✳ ❋♦r ❧✐❣❤t ❛t♦♠s✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ❛ ♠❛♥② ❡❧❡❝tr♦♥ ❛t♦♠ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞
11
Chapter 1: Introduction
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❱❛r✐♦✉s s♣✐♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✐♥ ♦r❞❡r❡❞ s②st❡♠s❬✽❪
❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ♦r❜✐t❛❧ ❛♥❞ s♣✐♥ ♠♦♠❡♥t❛✱ s♦ t❤❛t J = L + S✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢
t♦t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②
√
J(J + 1)↔✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ MJ↔✳ ❚❤✐s s❝❤❡♠❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❘✉ss❡❧❧✲❙❛✉♥❞❡rs ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❚❤✐s
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ st❛t❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❏ ✈❛❧✉❡s✳ ❇② t❤❡ ❍✉♥❞✬s
r✉❧❡s✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❧♦✇❡st✲❡♥❡r❣② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❛❧❧② ✜❧❧❡❞
s❤❡❧❧✱ ♥❛♠❡❧②✱ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦❢ ❛♥ ✐♦♥✳
■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ❢♦r ❝♦♠♣❧❡t❡ s❤❡❧❧s ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ L✱ S ❛♥❞ J ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✱
s♦ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡t ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ♥♦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝
❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✳ ❙✉❝❤ ❛t♦♠s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❞✐❛♠❛❣♥❡t✐❝✳ ❉✐❛♠❛❣♥❡t✐s♠ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛♥❣❡
✐♥ ♦r❜✐t❛❧ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇❤❡♥ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❞✐❛♠❛❣✲
♥❡t✐s♠ ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛❧❧ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❜✉t ✐t ✐s ❛ ✇❡❛❦ ❡✛❡❝t ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦✈❡rs❤❛❞♦✇❡❞ ❜② ♠✉❝❤
str♦♥❣❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ♦r ♣❛r❛♠❛❣♥❡t✐s♠✳
✶✳✷✳✶✳✷ ❖r❞❡r ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡
❲❤❡♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♦♥s ♦r ❛t♦♠s ❛r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ s♦❧✐❞s✱ t❤❡ s♣✐♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ♦r✲
❞❡r❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ✇❛②s✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡r✐♥❣s✱ ❛♥❞
t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❇✉t ✜rst t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡
s✉rr♦✉♥❞✐♥❣s ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦♠❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞✳ ■♥ ❢❛❝t ✐t ✐s t❤❡s❡ t②♣❡s ♦❢
♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r②st❛❧s ✇❤✐❝❤ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❣r♦✉♥❞
st❛t❡s✳
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❈r②st❛❧ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❏❛❤♥✲❚❡❧❧❡r ❡✛❡❝t
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ✹f ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ r❛r❡ ❡❛rt❤ ✐♦♥s ❛r❡ ❧❛r❣❡❧② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥ s♦❧✐❞s✱ ❛♥❞ ✸d ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢
tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧s ❛r❡ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥ ♠❡t❛❧s✱ ❜✉t ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ✐♥ ♦①✐❞❡s ❛♥❞ ♦t❤❡r ✐♦♥✐❝ ❝♦♠♣♦✉♥❞s✱
✇❤❡r❡ t❤❡② ❛❞♦♣t ❝♦♠♠♦♥❧② t❤❡ s✐①✲❢♦❧❞ ✭♦❝t❛❤❡❞r❛❧✮ ♦r ❢♦✉r✲❢♦❧❞ ✭t❡tr❛❤❡❞r❛❧✮ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✳
◆♦r♠❛❧❧②✱ ❢♦r ❛ ❢r❡❡ ❛t♦♠ t❤❡ ✜✈❡ ✸❞ ♦r❜✐t❛❧s ❤❛✈❡ ❡q✉❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ❜✉t ✇❤❡♥ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥✲
♠❡t❛❧ ❛t♦♠ ✐s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛♥✐♦♥s ✐♥ ❛ s♦❧✐❞ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❤♦❧❞ ❛♥②♠♦r❡✳ ❆♥ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❛♥✐♦♥s✱ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✜❡❧❞✱ ✇✐❧❧ ❡①❡rt ♦♥
tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧ ❛t♦♠✳ ❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞ ♦r❜✐t❛❧s ♦♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡✐r ♦✈❡r❧❛♣ ✇✐t❤
♦r❜✐t❛❧s ♦♥ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❧✐❣❛♥❞ ✜❡❧❞ t❤❡♦r②✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♦❝t❛❤❡❞r❛❧
❝r②st❛❧ ✜❡❧❞ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♦①②❣❡♥ ♦♥ ❡❛❝❤ ❝♦r♥❡r✱ t❤❡ dz2 ❛♥❞ dx2−y2 ♦r❜✐t❛❧s ❛r❡ r❛✐s❡❞ ✐♥
❡♥❡r❣② r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ♦t❤❡r ♦r❜✐t❛❧s✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✸✳ ❚❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♠❛♥♥❡r ✇✐❧❧ ❜❡
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t✇♦✲❢♦❧❞ eg ❧❡✈❡❧s
❧♦✇❡r ✐♥ ❡♥❡r❣②✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ s♣✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ✜❧❧✐♥❣s✱ ❞❡♣❡♥❞
str♦♥❣❧② ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✜❡❧❞ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ♣✉tt✐♥❣
t✇♦ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❜✐t❛❧ ✭♣❛✐r✐♥❣ ❡♥❡r❣②✮✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤✲s♣✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥
t❤❡ ✇❡❛❦✲✜❡❧❞ ❝❛s❡✱ ✐s ❢♦r♠❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ ✜❡❧❞ ❡♥❡r❣② ✐s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ ❡♥❡r❣②✳
❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ❧♦✇✲s♣✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✭✐♥ t❤❡ str♦♥❣✲✜❡❧❞ ❝❛s❡✮ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐❢ t❤❡
❝r②st❛❧ ✜❡❧❞ ❡♥❡r❣② ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣❛✐r✐♥❣ ❡♥❡r❣②✳
■♥ ❢❛❝t✱ ❜♦t❤ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ q✉❡♥❝❤✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❏❛❤♥✲❚❡❧❧❡r ❡✛❡❝t ❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❝r②st❛❧
✜❡❧❞ ❡✛❡❝t✳ ❖r❜✐t❛❧ q✉❡♥❝❤✐♥❣ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❛♥❣✉❧❛r ♠♦♠❡♥t✉♠ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✱
❞❡✈✐❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❍✉♥❞✬s r✉❧❡s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ❢♦r ✸❞ ✐♦♥s t❤❡ ❝r②st❛❧ ✜❡❧❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
✐s ♠✉❝❤ str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ s♣✐♥✲♦r❜✐t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝r②st❛❧ ✜❡❧❞ ❡✛❡❝t
♦❝❝✉rs ✇❤❡♥ t❤❡ eg ♦r t2g ♦r❜✐t❛❧s ❛r❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞✳ ❚❛❦✐♥❣ Mn3+ ✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ♦❝t❛❤❡❞r❛❧
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ t❤❛t s♦♠❡t✐♠❡s✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s
❝❛♥ ❛✛❡❝t t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❝❛✉s❡✳
❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✹✱ ❞✐st♦rt❡❞ ♦❝t❛❤❡❞r♦♥ ✐s ♦❢t❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❧♦✇❡rs t❤❡
❡♥❡r❣② ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ eg ♦r❜✐t❛❧s ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ r❛✐s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ r❛✐s❡❞
♦r❜✐t❛❧ ✐s ✉♥♦❝❝✉♣✐❡❞✱ ❛ ♥❡t ❧♦✇❡r✐♥❣ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❡♥❡r❣② ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s
❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ❏❛❤♥✲❚❡❧❧❡r ❡✛❡❝t✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t ✐s ❛♥ ❡❧♦♥❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❝t❛❤❡❞r♦♥ t❤❛t ♠❛❦❡s
t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ dz2 ♦r❜✐t❛❧ ❧♦✇❡r✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛❧ str✉❝t✉r❛❧
❞✐st♦rt✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛ ♦❜✈✐♦✉s ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋♦r ❡①✲
❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ◆❛▼♥●❡2❖6✱ ❛ ❏❛❤♥✲❚❡❧❧❡r ❛❝t✐✈❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞✱
❛♥❞ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✉♣✲✉♣✲❞♦✇♥✲❞♦✇♥ s♣✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s t♦t❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t t♦ t❤❡ t❤❡♦✲
r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥❬✽✹❪✳ ❚❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ♦r❞❡r✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐♥ ◆❛❚✐❙✐2❖6 ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡
s♣✐♥✲P❡✐❡r❧s tr❛♥s✐t✐♦♥❬✶✵✹❪✳
❊①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❚♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ✐♥ ♠♦st ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡①✲
❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❧✐❡ ❛t t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣✳
❊①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❲❡✐ss ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✜❡❧❞
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❚❤❡ ❝r②st❛❧ ✜❡❧❞ ✐♥ ❛♥ ♦❝t❛❤❡❞r❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❚❤❡ ❏❛❤♥✲❚❡❧❧❡r ❡✛❡❝t ❢♦rMn3+✭3d4✮✳ ❊❧♦♥❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦①②❣❡♥ ♦❝t❛❤❡❞r♦♥ ❛❧♦♥❣
t❤❡ ③ ❛①✐s✱ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥s❡q✉❡♥t ❝♦♠♣r❡ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ①✲② ♣❧❛♥❡✱ ❧♦✇❡rs t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ dz2♦r❜✐t❛❧
r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ t❤❡ dx2−y2 ✱ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ dxz❛♥❞ dyz r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ dxy✳ ❬✾❪
14
Chapter 1: Introduction
✭r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥✮✱ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❊①❝❤❛♥❣❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛❝t✉❛❧❧② r❡✢❡❝ts t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈♦✉❧♦♠❜ r❡♣✉❧✲
s✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❛t♦♠s ❛♥❞ t❤❡ P❛✉❧✐ ❡①❝❧✉s✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❚❤❡ r❡❧❡✈❛♥t r❡s✉❧t ✇❤✐❝❤
❡♠❡r❣❡s ❢r♦♠ t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ t❡r♠ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ♦r✐❣✐♥ ✐♥ t❤❡ ❡♥❡r❣②
♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❛t♦♠s ✇❤✐❝❤ t❡♥❞s t♦ ♦r✐❡♥t t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ s♣✐♥s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦
❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤✐s t❡r♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡❣r❛❧✳ ❉❡r✐✈✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦✲❡❧❡❝tr♦♥ ♠♦❞❡❧✱
t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ♠♦❞❡❧✱ ❛❝❝♦✉♥t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ ♠❛♥②✲❜♦❞②
s②st❡♠✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s❬✹❪✿
H = −Σ
i>j
JijSi · Sj ✭✶✳✹✮
✇❤❡r❡ J ij ✐s t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ith ❛♥❞ jth s♣✐♥s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛t♦♠✐❝ ❡①❝❤❛♥❣❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✭❏❃✵✮ ♦r ❛♥t✐❢❡rr♦✲
♠❛❣♥❡t✐❝ ✭❏❁✵✮✳ ❈♦♠♣❡t✐♥❣ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♠❛② ❝♦❡①✐st ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t s✐❣♥s ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡
✐♥t❡❣r❛❧✳ ❚❤✉s ✐♥ ♠❛♥② ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❞✐r❡❝t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞
s♦♠❡ ❦✐♥❞s ♦❢ ✐♥❞✐r❡❝t ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳
❙✉♣❡r❡①❝❤❛♥❣❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥❞✐r❡❝t ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ♥♦♥✲♠❛❣♥❡t✐❝
❛♥✐♦♥ ✭♦❢t❡♥ ♦①②❣❡♥✱ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♦♥s✮ ♠❡❞✐❛t❡s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ♥♦♥✲♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❛t✐♦♥s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥✲
♠❡t❛❧ ♦①✐❞❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ❧✐tt❧❡ ❞✐r❡❝t ✸❞✲✸❞ ♦✈❡r❧❛♣✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✸❞✲♦r❜✐t❛❧s ❛r❡ ❧❛r❣❡❧② ❤②❜r✐❞✐③❡❞
✇✐t❤ ♦①②❣❡♥ ✷♣✲♦r❜✐t❛❧s✳ ❚❤❡ s✉♣❡r❡①❝❤❛♥❣❡ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❝♦✈❛❧❡♥t ❜♦♥❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♦♥s ❛♥❞ t❤♦s❡ ♦♥ t❤❡ ❛♥✐♦♥s✭O2−✮✳ ❚❤❡ ♦❝❝✉♣❛♥❝②
❛♥❞ ♦r❜✐t❛❧ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ♦❢ ✸❞ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s ❛r❡ t❤❡ ✈✐t❛❧ ❢❛❝t♦rs ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ str❡♥❣t❤
❛♥❞ s✐❣♥ ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥st❛♥t ❢♦r s✉♣❡r❡①❝❤❛♥❣❡✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ s✉♣❡r❡①❝❤❛♥❣❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛♥✲
t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝✱ ❛♥❞ ✐♥ s♦♠❡ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✱ ✐t ❝❛♥ ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝✳ ❲❤❡t❤❡r t❤❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧
●♦♦❞❡♥♦✉❣❤✲❑❛♥❛♠♦r✐ r✉❧❡s✳
❆s ❛♥ ✐♥❞✐r❡❝t ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ♠❡t❛❧s✱ t❤❡ ❘❑❑❨ ✭♥❛♠❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r❡rs
♦❢ t❤✐s ❡✛❡❝t✱ ❘✉❞❡r♠❛♥✱ ❑✐tt❡❧✱ ❑❛s✉②❛ ❛♥❞ ❨♦s✐❞❛✮ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ❛♥❞ ❛♥ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥✳ ❆ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝
♠♦♠❡♥t ♣♦❧❛r✐③❡s t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥s s♦ ❛s t♦ ❝♦✉♣❧❡ t♦ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝
♠♦♠❡♥t✳ ❚❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s ♦s❝✐❧❧❛t♦r②✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❡✐t❤❡r ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ♦r
❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐s♠✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts✳
❉♦✉❜❧❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❝❝✉rs ✐♥ ♠✐①❡❞✲✈❛❧❡♥t ♦①✐❞❡s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❤♦♣♣✐♥❣ ♦❢ ❞❡❧♦❝❛❧✐③❡❞
❡❧❡❝tr♦♥s ❢r♦♠ ❤✐❣❤ t♦ ❧♦✇ ✈❛❧❡♥t ✐♦♥s ✐s ❡♥❡r❣❡t✐❝❛❧❧② ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ❧♦✇❡rs t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝
❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❤✐❣❤✲s♣✐♥ st❛t❡s ♦♥ ❜♦t❤ t❤❡ ❤✐❣❤✲✈❛❧❡♥t ✐♦♥s
❛♥❞ ❧♦✇✲✈❛❧❡♥t ✐♦♥s✱ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡
❢♦r♠❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛❧❧♦✇s t❤❡ eg ❡❧❡❝tr♦♥s t♦ ❤♦♣ t❤r♦✉❣❤♦✉t
t❤❡ ❝r②st❛❧✱ ❛s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❝♦♠❡s ❝♦♥❞✉❝t♦r✳
❆♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦♠❡s ❛❜♦✉t ✐♥ ❛ ❢❡✇ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ❧♦✇ s②♠♠❡tr② ❛♥❞ r❡✲
✢❡❝ts t❤❡ ♠❡❞✐❛t❡❞ r♦❧❡ ♦❢ s♣✐♥✲♦r❜✐t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ✐♥❞✐r❡❝t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥
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Chapter 1: Introduction
❛s ❉③②❛❧♦s❤✐♥s❦②✲▼♦r✐②❛ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥❬✺❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ s♣✐♥s✱ ❙i ❛♥❞ ❙j ✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❍❉▼❂❉·✭❙i× ❙j✮ ✇❤❡r❡ ❉ ✐s ❛
❝♦♥st❛♥t ✈❡❝t♦r✳ ❚❤✐s t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ❢❛✈♦rs t❤❡ ❝❛♥t❡❞ s♣✐♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t r❛t❤❡r t❤❛♥
t❤❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣❡♥t✐❝ ♦♥❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ t❤❡ ✇❡❛❦ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥
s♦♠❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡ts✱ ❡✳❣✳ MnCO3 ❛♥❞ Fe2O3❬✻❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✈❡❝t♦r ❉ ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜②
❧♦❝❛❧ s②♠♠❡tr②✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣
✐♦♥s ✐s ♠❡❞✐❛t❡❞ ✈✐❛ ❛ t❤✐r❞ ✐♦♥ ✭❧✐❣❛♥❞✮ ❜② t❤❡ s✉♣❡r❡①❝❤❛♥❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❢♦r❝❡s ❙i ❛♥❞ ❙j t♦ ❜❡ ❛t r✐❣❤t ❛♥❣❧❡s ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ✈❡❝t♦r ❉✱ ✐♥
s✉❝❤ ❛♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ s②st❡♠ ✐s t❤❡ ❧♦✇❡st✳
❚❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✐♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐s♠ ♦❢ s♣✐♥
♦r✐❣✐♥✳ ❚❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✏✐♥✈❡rs❡ ❉③②❛❧♦s❤✐♥s❦✐✐✲▼♦r✐②❛ ❡✛❡❝t✑✱ ✐✳❡✳✱ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦❢
t❤❡ ❧✐❣❛♥❞ ✐♦♥s ✭❧✐❦❡ ❖2−✮ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♥❡t ❡❧❡❝tr✐❝
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳
❚②♣❡s ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣
■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡s ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞r✐✈❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
♠♦♠❡♥ts t♦ ❛❞♦♣t ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦r❞❡r✐♥❣s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ◆♦✇ ❧❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✈❛r✐♦✉s
♠❛❣♥❡t✐❝ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳
❲❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ t❤❡ ❛t♦♠s ✇✐t❤ ✉♥♣❛✐r❡❞ s❤❡❧❧s✱ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♦❢
♣❛r❛♠❛❣♥❡t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ■♥ ♣❛r❛♠❛❣♥❡ts✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ❛r❡ ✇❡❛❦❧② ❝♦✉♣❧❡❞
t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❛♥❞ ❛♥② t❤❡r♠❛❧ ❛❣✐t❛t✐♦♥ ♠❛❦❡s t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ❛t
r❛♥❞♦♠✳ ❆t ❧♦✇ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ❛ s♠❛❧❧ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥ts ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱
❛♥❞ t❤❡ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ✐s ❛❧♠♦st ❝♦♥st❛♥t✳ ■♥ ♠❛♥② ♣❛r❛♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❡ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②
✐s ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✺✱ ❛♥❞ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞
❜② t❤❡ ▲❛♥❣❡✈✐♥ t❤❡♦r②✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ❢❛♠♦✉s ❈✉r✐❡
❧❛✇ χ = C/T ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡✳ ■♥ ♠❡t❛❧❧✐❝ ♣❛r❛♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❡ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ✐s t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞
✇❡❛❦✱ ♥❛♠❡❧②✱ t❤❡ P❛✉❧✐ ♣❛r❛♠❛❣♥❡ts✳ ❚❤❡ P❛✉❧✐ ♣❛r❛♠❛❣♥❡t✐s♠ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝✲
t✐♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ t❤❡♦r②✳ ▼❛♥② ❝♦♠♣♦✉♥❞s
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥✲♠❡t❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ ♣❛r❛♠❛❣♥❡t✐❝✳ ■♥ s♦♠❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✲♠❡t❛❧ ♦①✐❞❡s✱ ❡❛❝❤
tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧ ❝❛t✐♦♥ ❤❛s ❛ ♥❡t ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥✐♦♥s O2− ♠❛❦❡ s♣❛t✐❛❧ s❡♣❛r❛✲
t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤✉s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣
❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ✇❡❛❦✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳
❋♦r s♦♠❡ ♣❛r❛♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❢r♦♠ ✐♥✐t✐❛❧ ③❡r♦ t♦ ❛
s❛t✉r❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ❡✈❡♥ ✉♥❞❡r ❛ r❛t❤❡r s♠❛❧❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❜❡❧♦✇ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ TC ✳ ❚❤✐s
✐s ❝❛❧❧❡❞ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐s♠✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ♠❛❣♥❡t✐❝ ❤②st❡r❡s✐s ❧♦♦♣✳ ■♥ ❢❛❝t t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ③❡r♦
♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❲❡✐ss t❤❡♦r② ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞♦♠❛✐♥✳ ■♥ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✱ t❤❡r❡
✐s ❛ str♦♥❣ ✐♥t❡r♥❛❧ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts✱ ♥❛♠❡❧②✱ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s
t❤❡♠ t♦ ❛❧✐❣♥ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ t❤❡r♠❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥✳ ▼♦❧❡❝✉❧❛r ✜❡❧❞ t❤❡♦r② t❡❧❧s ✉s t❤❛t t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ♣❛r❛♠❛❣♥❡t✱ ❛ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t ❛♥❞ ❛♥
❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t❬✼❪
❢❡rr♦♠❛❣♥❡t ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❈✉r✐❡✲❲❡✐ss ❧❛✇ χ = CT−θ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❈✉r✐❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ TC ✱ ❛s s❤♦✇♥
✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✺✳ ❚❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ♦r❞❡r✐♥❣ ✇✐❧❧ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥❞ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❤❛s❡ ❜❡❧♦✇
t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
❆♥♦t❤❡r ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ♦r❞❡r❡❞ ♠❛❣♥❡t ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❛✲
t✐✈❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✜❡❧❞ ✐s ♦r✐❡♥t❡❞ s♦ t❤❛t ✐t ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ ❢♦r ❛❞❥❛❝❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts
t♦ ❛❧✐❣♥ ❛♥t✐♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐s♠✳ ❆❧t❤♦✉❣❤✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ♣❛r❛♠❛❣♥❡t✱ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t ❤❛s ♥♦ ♥❡t ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ s♠❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②✱
✐t ✐s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡② ❛r❡ q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❛t t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❧❡✈❡❧✳ ■t ✇❛s ▲♦✉✐s ◆é❡❧ ✇❤♦ ✜rst ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t t❤❛t ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t ❝❛♥
❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t✇♦ ✐♥t❡r♣❡♥❡tr❛t✐♥❣ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ s✉❜❧❛tt✐❝❡s ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♦♥s✱
❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✭❜✮✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✜rst ❞✐r❡❝t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢
❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡ts ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉❜✲
❧❛tt✐❝❡s ✐s s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧② ♠❛❣♥❡t✐③❡❞ ❜❡❧♦✇ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ TN ✭t❤❡ ◆❡❡❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✮✱
t❤❡ s❡❝♦♥❞ s✉❜❧❛tt✐❝❡ ✐s s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧② ♠❛❣♥❡t✐③❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❛♥t✐♣❛r❛❧❧❡❧
❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❛❜♦✈❡ TN ✐s s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❛t ♦❢ ❛ ♣❛r❛♠❛❣♥❡t✱ ❜✉t ❜❡❧♦✇ TN ✐t r❡❞✉❝❡s ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✲
✉r❡ ✶✳✺✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❛❣♥❡t✐❝ st❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ✜tt❡❞
t♦ ❛ ❈✉r✐❡✲❲❡✐ss ❝✉r✈❡✱ ❜✉t ✉♥❧✐❦❡ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✱ ❤❡r❡ t❤❡ ❲❡✐ss t❡♠♣❡r❛t✉r❡ θ ✐s
♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❲❡ ❡①♣❡❝t t❤❛t θ ❂−TN ✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❲❡✐ss t❡♠♣❡r❛t✉r❡
✐♥ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t ✐s ♦❢t❡♥ ❛ ❧♦♥❣ ✇❛② ❢r♦♠ −TN ✳ ❚❤✐s ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❧❛r❣❡❧② ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ✜❡❧❞ ♦♥ ♦♥❡ s✉❜❧❛tt✐❝❡ r❡❧✐❡s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♦t❤❡r s✉❜❧❛tt✐❝❡✳
❚❤❡ ❢❡rr✐♠❛❣♥❡ts ❛r❡ s♦♠❡✇❤❛t s✐♠✐❧❛r t♦ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡ts✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦✲
♠❡♥ts ❢r♦♠ t✇♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉❜❧❛tt✐❝❡s ❛❧✐❣♥ ❛♥t✐♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s
♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ t✇♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉❜❧❛tt✐❝❡s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ ✐❢ t❤❡ ❛t♦♠s ♦♥
t❤❡ t✇♦ s✉❜❧❧❛tt✐❝❡s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ ♥❛t✉r❡ ♦r✴❛♥❞ t❤❡ t✇♦ s✉❜❧❛tt✐❝❡s ❛r❡ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝❛❧❧②
✐♥❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❢❡rr✐♠❛❣♥❡ts ❤❛✈❡ ♥❡t ♦✈❡r❛❧❧ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥✳ ▼♦st ❢❡rr✐♠❛❣♥❡ts ❛r❡
✐♥ ❢❛❝t ✐♦♥✐❝ s♦❧✐❞s✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ✐♥s✉❧❛t✐♥❣✱ ✇❤❡r❡❛s ♠♦st ❢❡rr♦♠❛❣♥❡ts
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❛r❡ ♠❡t❛❧s✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r ❢❡rr✐♠❛❣♥❡ts✱ ✐♥ ❝✐r❝✉♠✲
st❛♥❝❡s r❡q✉✐r✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥s✉❧❛t♦rs✳ ▼♦st ♣②r♦①❡♥❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥✲♠❡t❛❧
❛t♦♠s ❛r❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡ts✱ ✇❤❡r❡❛s ♦♥❧② ♦♥❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t ◆❛❈r●❡2❖6 ✐s r❡♣♦rt❡❞ ❛t ♣r❡s❡♥t✳
❲❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣②r♦①❡♥❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝✉rr❡♥t
❝❤❛♣t❡r✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ♦♣❡♥ ✉♣ t❤❡ t❤❡♠❡ ♦❢ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳
✶✳✷✳✷ ❇r♦❦❡♥ s②♠♠❡tr② ✐♥ ♠❛❣♥❡t✐s♠
❆t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ♦r❞❡r✐♥❣ ✐s ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❛♥❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❤❡✲
♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ s♦❧✐❞ st❛t❡ ♣❤②s✐❝s✳ ❲❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❢❡rr♦♠❛❣♥❡ts✱ ❢❡rr✐♠❛❣♥❡ts✱ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡ts✱
❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝s✱ ❛♥t✐❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝s ❛♥❞ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦rs ❛r❡ ♦r❞❡r❡❞ ♣❤❛s❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s♦❧✐❞ st❛t❡
✐ts❡❧❢✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ s♦♠❡❤♦✇ s✐♠✐❧❛r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐s t❤❛t t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✉♥❞❡r❣♦ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ ❛
❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ TC ✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❞❡s✐❣♥ ❛♥ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ❛s ❛ t❡r♠ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡s❡
♦r❞❡r❡❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ③❡r♦ ❢♦r T❃TC ✱ ❛♥❞ ♥♦♥✲③❡r♦ ❢♦r
T❁TC ✳
❇r♦❦❡♥ s②♠♠❡tr② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✇❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❧✐q✉✐❞✲s♦❧✐❞ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥❬✹❪✳
❚❤❡ ♠❛tt❡r ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ st❛t❡ ♣♦ss❡ss❡s ❝♦♠♣❧❡t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ r♦t❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡✲
tr✐❡s✳ ❇❡❧♦✇ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝r②st❛❧s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❤❛✈❡ r❡s✐❞✉❛❧
s②♠♠❡tr✐❡s✱ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❜r❡❛❦✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤ s②♠♠❡tr② ♦❢ ❧✐q✉✐❞ ♣❤❛s❡✳ ❚❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t ❛❧s♦
❤♦❧❞s ✇❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡ts✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ♦r❞❡r st❛t❡ ♦❢ ♠❛❣✲
♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ❤❛s ❛ r❡❞✉❝❡❞ s②♠♠❡tr② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ s②st❡♠ ❝❤♦s❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡
♠♦♠❡♥ts t♦ ❧✐♥❡ ✉♣✳
✶✳✷✳✷✳✶ ▼♦❞❡❧s
❙♦♠❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❜r♦❦❡♥ s②♠♠❡tr②✳ ❆ ♠❛❣♥❡t✐❝
♠♦❞❡❧ s②st❡♠ ✐s ♦♥❡ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ ❧❛tt✐❝❡ str✉❝t✉r❡✱ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② s♣✐♥s ✇✐t❤ ♦♥❡✱ t✇♦ ♦r t❤r❡❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s♣✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧s✳
▲❛♥❞❛✉ t❤❡♦r② ♦❢ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐s♠
❱❡r② ♦❢t❡♥✱ t❤❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❜r❡❛❦✐♥❣ s②♠♠❡tr② ✐s ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❆ ❝♦♠♠♦♥
♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ s✐♠♣❧② ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇❛s ❣✐✈❡♥ ❜② ▲❡✈ ▲❛♥❞❛✉✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❜❡t✇❡❡♥ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ▼ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿❬✹❪
F (M) = F0 + a(T )M
2 + bM4 ✭✶✳✺✮
✇❤❡r❡ F0 ❛♥❞ ❜ ❛r❡ ❝♦♥st❛♥ts ❛♥❞ ❛✭❚✮ ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛s a(T ) = a0(T − TC) ♥❡❛r t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱
❛♥❞ a0 ✐s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❣❛✐♥❡❞ ❜② ❞❡r✐✈❛t✐♥❣ ❋
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ▼ ❛♥❞ ❡q✉❛t✐♥❣ t♦ ✵✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♦❜t❛✐♥✿
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M = 0orM = ±
[
a0(TC − T )
2b
]1/2
✭✶✳✻✮
t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♦♥❧② ❣✐✈❡♥ ✇❤❡♥ T❁TC ✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥
✐s ♥♦♥✲③❡r♦ ❛♥❞ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ (TC − T )1/2 ✇❤❡♥ T❁TC ✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ ▼❂✵✳ ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉✬s t❤❡♦r② ♦❢ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ♦♥❡ t②♣❡ ♦❢ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ t❤❡♦r②✱ ✇❤✐❝❤
❤❛s ❜❡❡♥ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ✐♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❛❣♥❡t✐s♠✳ ◆❡❛r t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♠❡❛♥✲✜❡❧❞ t❤❡♦r②✱
❜❡❝♦♠❡ ♠♦r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❚❤❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤✱ ✇❤✐❝❤
✐s t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ♣❛✐r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ Γ(r) ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ s♣✐♥s i ❛♥❞ j ✐s
❞❡✜♥❡❞ ❛s✿❬✼❪
Γ(rij) =< Si · Sj > − < Si > · < Sj > ✭✶✳✼✮
❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❞❡❝❛② ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ξ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② lim
r→∞Γ(r) ∼
exp(− rξ )✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❜❡❝♦♠❡s ✐♥✜♥✐t❡ ❛t t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ❛♥❞ ■s✐♥❣ ▼♦❞❡❧s
❆s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♥❡❛r❡st✲♥❡✐❣❤❜♦r ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ♠♦❞❡❧ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ♣❛rt✐❝✲
✉❧❛r ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ♠♦❞❡❧
❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✇❤❡♥ ✇❡ t❛❧❦❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ s❡❡ ✶✳✹✳ ■t ♠❛② ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥
✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡✐r ①✱ ②✱ ③✱ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ t✇♦ s♣✐♥s✿
H = −J(Sx1S
x
2 + S
y
1
Sy
2
+ Sz1S
z
2) ✭✶✳✽✮
✇✐t❤ ❣♦♦❞ r❡❛s♦♥ t❤❛t t❤❡ s♣✐♥s Si ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❛❧✐❣♥ ✐♥ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ✭❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ s♣✐♥s ❉❂✸✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ ❛ ❧❛tt✐❝❡ ✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡
t❛❦❡♥ ♦✈❡r ❛ ❧❛tt✐❝❡ ♦❢ ✶✱ ✷✱ ♦r ✸ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ ❧❛tt✐❝❡ ❞❂✶✱✷✱✸✮✳ ❆♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥✈✐s❛❣❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣✐♥s ❛r❡ ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ ❛ ♣❧❛♥❡✲t❤❡ ①② ♠♦❞❡❧✳
❆♥ ❡✈❡♥ s✐♠♣❧❡r ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣✐♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ■s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐♥
✇❤✐❝❤ t❤❡ s♣✐♥s ❛r❡ ♦♥❧② ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♣♦✐♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ③✲❛①✐s✳ ❚❤❡ ❍❛♠✐❧t♦♥✐❛♥ ♦❢ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❢♦r
t✇♦ s♣✐♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
H = −JSz1S
z
2 ✭✶✳✾✮
❲❤❡r❡❛s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ❉ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✶✱ t❤❡s❡ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
s♣✐♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛rr❛♥❣❡❞ ✐♥ ❛♥② ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♥♦ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ♦r❞❡r ♦❝❝✉rs ✐♥
♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ■s✐♥❣ s②st❡♠ ✭❉❂✶✱ ❞❂✶✮ ❢♦r ❚❃✵✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐st✐❝ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ♣②r♦①❡♥❡ r❡❧❛t❡❞ ❝♦♠♣♦✉♥❞s✱ ❡✳❣✳ ❈❛❈✉●❡2❖6 ❛♥❞
❈✉●❡❖3✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ♠♦✈❡ ♦♥ t❤✐s t♦♣✐❝ ✐♥ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳
▼❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛t ❛ ✜♥✐t❡ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜❡❝♦♠❡s ♣r❡❢❡rr❡❞ ❢♦r ❧♦✇❡r
s♣✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ❉✱ ❢♦r t❤❡ s♣✐♥s t❤❡♥ ❤❛✈❡ ❢❡✇❡r ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ ❛♥❞ ✐s ♦❢t❡♥ ❢♦r♠❡❞
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✐♥ ❤✐❣❤❡r s♣❛t✐❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ❧❡ss ❧✐❦❡❧② t♦ ❞❡str♦② t❤❡ ♦r❞❡r✳
❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ s②st❡♠s s❤♦✇ t❤❡ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ♦r❞❡r✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐s ♦♥❡ ♦❢
t❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❢♦r t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳
✶✳✷✳✷✳✷ ❈♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❜r♦❦❡♥ s②♠♠❡tr②
❚❤❡ ❞✐r❡❝t r❡s✉❧t ♦❢ ❜r♦❦❡♥ s②♠♠❡tr② ✐s ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉rs
t❤❡ ❞✐s♦r❞❡r✲♦r❞❡r tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ r❡❣✐♦♥ ♥❡❛r t❤❡ ♣❤❛s❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ r❡❣✐♦♥✳ ❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①♣♦♥❡♥ts ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡✈♦✲
❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❦♥♦✇♥ ❛s ❝r✐t✐❝❛❧ ❡①♣♦♥❡♥ts✱ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛❜♦✉t t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳
■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❢❡rr♦♠❛❣♥❡ts s❤♦✇ ♣❡r♠❛♥❡♥t ♠❛❣♥❡t✐s♠✱ ❛♥❞ ❝r②st❛❧s ❤❛✈❡ r✐❣✐❞✐t②✳ ❚❤❡②
❛r❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❜r❡❛❦✐♥❣ s②♠♠❡tr②✳ ❚❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ r✐❣✐❞✐t② ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✇❤✐❝❤ ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡
r❡s✐st❛♥❝❡ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❜r♦❦❡♥✲s②♠♠❡tr② st❛t❡ ✭♣❤❛s❡✮ ✇✐t❤ ❡♥❡r❣❡t✐❝ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❊①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s
♣r♦❞✉❝❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡ts t❤❡s❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ s♣✐♥
✇❛✈❡s✱ q✉❛♥t✐③❡❞ ✐♥t♦ ♠❛❣♥♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② ♥❡✉tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳
❉❡❢❡❝ts ❛r❡ ✐♥❡✈✐t❛❜❧❡ r❡s✉❧ts✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ ✈❡r② ♦❢t❡♥ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❣r❛✐♥
❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✐♥ ❝r②st❛❧s ❛♥❞ ❞♦♠❛✐♥ ✇❛❧❧s ✐♥ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡ts✳
✶✳✷✳✸ ❈♦♠♣❡t✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡ts
❲❤❡♥ ❛t♦♠s ♦r ✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ ✉♣ ✐♥t♦ ❧❛tt✐❝❡✱ ✐♥ s♦♠❡ s♣❡❝✐❛❧ ❝r②st❛❧ ❝✐r❝✉♠st❛♥❝❡s✱ t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ♠❛② ❝♦✉♣❧❡ s♦ ❛s t♦ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
❛♥❞ ❧♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ♦❝❝✉♣② s✐t❡s ♦♥ s♣❡❝✐✜❝ ❧❛tt✐❝❡s✱
t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❢r✉str❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♠❛② ❧❡❛❞
t♦ s♦♠❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❝♦♠♣❧❡①✱ ❛♥❞ ♥♦✈❡❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ s♦❧✐❞s✳ ❆t ❧❡❛st✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t
t❤❡② ❛r❡ ❛❧❧ ❝r②st❛❧✲str✉❝t✉r❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ ❢r✉str❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ♠❛♥②
❞✐✛❡r❡♥t ❣r♦✉♥❞ st❛t❡s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ s♦♠❡❤♦✇ ❞✐s♦r❞❡r✱ s♣✐♥ ❣❧❛ss ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐❧❧
❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
♠❛❣♥❡ts ✐♥ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡✱ t❤❡r❡✐♥ s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♣②r♦①❡♥❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✇✐❧❧ ❜❡
t❛❦❡♥✳
✶✳✷✳✸✳✶ ❋r✉str❛t✐♦♥
■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝
♠♦♠❡♥ts✳ ❇✉t ✐t ✐s ♥♦t ❧✐❦❡❧② t❤❛t ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ s❛t✐s✜❡❞ ✐♥ s♦♠❡
❧❛tt✐❝❡s✳ ■♥ ❝r②st❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ✇✐t❤ ♦❞❞✲♠❡♠❜❡r❡❞ r✐♥❣s✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❛t✐s❢② ❛❧❧ t❤❡ ❛♥t✐✲
❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✻✳ ■♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱
t❤❡ s②st❡♠ ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ❢r✉str❛t❡❞✳ ❋♦r ♣❡r❢❡❝t❧② ❢r✉str❛t❡❞ s②st❡♠s ✱ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❤✐❣❤
❞❡❣❡♥❡r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❛♥❞ ♣r❡✈❡♥ts t❤❡ s②st❡♠ ❢r♦♠ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛t ❧♦♥❣ r❛♥❣❡✳
❚❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ s♣✐♥ ❧✐q✉✐❞ st❛t❡✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ♦r❞❡r ❛♥❞ t❤❡
♣❡rs✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡st t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ■♥ ♠❛♥② r❡❛❧ s②st❡♠s✱
❝♦♠♣❧❡① ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣s ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ◆é❡❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ TN
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ❆♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞ sq✉❛r❡
❧❛tt✐❝❡s
♠❛② ❜❡ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❲❡✐ss t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡
❢r✉str❛t❡❞ s②st❡♠ ❡①❤✐❜✐t ♠❡t❛st❛❜✐❧✐t②✱ ❤②st❡r❡s✐s ❡✛❡❝ts✱ ❛♥❞ t✐♠❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡❧❛①❛t✐♦♥ t♦✲
✇❛r❞s ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠❬✹❪✳ ❙♦♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❧❛tt✐❝❡s ❛r❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t♦ ②✐❡❧❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❢r✉str❛t✐♦♥✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❛♥❞ ❝♦r♥❡r s❤❛r✐♥❣ ❦❛❣♦♠❡ ❧❛t✲
t✐❝❡s✳ ❚❤❡ ♣②r♦❝❤❧♦r❡ ❢❛♠✐❧②✱ ❛s ♦♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢r✉str❛t❡❞ s②st❡♠s✱ ❤❛s ❜❡❡♥
❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ❢♦r♠ ❛ ❧❛tt✐❝❡ ♦❢ ❝♦r♥❡r✲s❤❛r✐♥❣ t❡tr❛❤❡✲
❞r❛✳ ■t s❤♦✇s ❛ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ♣❛r❛♠❛❣♥❡t✐s♠ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s
❜❡t✇❡❡♥ ♠♦♠❡♥ts ❛r❡ ❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❘❡❧❛t❡❞ ❢❡❛t✉r❡s ♦❝❝✉r ✐♥ ♠❛❣♥❡ts ✇✐t❤
❝♦♠♣❡t✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♣②r♦①❡♥❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ✐♥ ❞❡t❛✐❧✱ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤
❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ ♣❛✐rs ♦❢ s♣✐♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✱ ✇✐t❤ t❤❡
s✐❣♥ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣✐♥s✳
✶✳✷✳✸✳✷ ❙♣✐♥✲❣❧❛ss
❆♥♦t❤❡r ❝♦♠♣❧❡① s✐t✉❛t✐♦♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ s♦♠❡ ♠❛✲
t❡r✐❛❧s✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡s ❜♦t❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❢r✉str❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s♦r❞❡r ✐♥ t❤❡✐r s♣✐♥ s②st❡♠s✳ ❆s
❛ r❡s✉❧t✱ ❛ s♣✐♥ ❣❧❛ss ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ r❛♥❞♦♠✱ ♠✐①❡❞✲✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ s②st❡♠ ❝❤❛r❛❝t❡r✲
✐③❡❞ ❜② ❛ r❛♥❞♦♠✱ ②❡t ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡✱ ❢r❡❡③✐♥❣ ♦❢ s♣✐♥s ❛t ❛ ✜①❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ Tf ❜❡❧♦✇ ✇❤✐❝❤ ❛
❢r♦③❡♥ st❛t❡ ❛♣♣❡❛rs ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ♦r❞❡r✐♥❣✳❬✹❪ ❚❤❡ ❞✐s♦r❞❡r ❝❛♥
❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② s✐t❡✲r❛♥❞♦♠♥❡ss ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♦♥s ♦r ❛t♦♠s ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞
r❛♥❞♦♠❧② ✐♥ t❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜② ❜♦♥❞✲r❛♥❞♦♠♥❡ss ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♦♥s ♦r ❛t♦♠s ✈❛r② ❜❡t✇❡❡♥ ✰❏ ❛♥❞ ✲❏✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡✲
q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐s♦r❞❡r✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ✐♥ ❛ s✐t❡✲r❛♥❞♦♠
s♣✐♥ ❣❧❛ss ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s✐♥❝❡ t❤❡ ❘❑❑❨ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❞❡✲
♣❡♥❞ ❧❛r❣❡❧② ♦♥ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♦♥s ♦r ❛t♦♠s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
s✐t❡✲r❛♥❞♦♠♥❡ss✱ ❜♦♥❞✲r❛♥❞♦♠♥❡ss ♥❛t✉r❛❧❧② ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s②st❡♠ t❤✉s r❡♠❛✐♥s ✐♥ ❛ ❢r✉str❛t❡❞ st❛t❡✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ❛r❡ ✏✐♥ ❝♦♥✢✐❝t✑ ✇✐t❤ ❡❛❝❤
♦t❤❡r ❞✉❡ t♦ s♦♠❡ ❢r♦③❡♥✲✐♥ str✉❝t✉r❡ ❞✐s♦r❞❡r✳ ❖♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ s♣✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t②✱ t❤r❡❡
♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦❞❡❧s✱ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ s♣✐♥ ❣❧❛ss ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❚❤❡ ❞✐❧✉t❡❞ ❛❧❧♦②s✱ s✉❝❤ ❛s ❈✉✭▼♥✮✱
❢♦r♠❡❞ ❜② ♥♦♥✲♠❛❣♥❡t✐❝ ♥♦❜❧❡ ♠❡t❛❧s ❛♥❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧s✱ ✐s ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣✲❧✐❦❡
s♣✐♥ ❣❧❛ss✳ ❆ ❧❛②❡r❡❞ ♠❛♥❣❛♥✐t❡ ❊✉0.5❙r0.5▼♥❖4 ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❳❨ s♣✐♥ ❣❧❛ss ♠♦❞❡❧✳
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❚❤❡ ■s✐♥❣✲❧✐❦❡ s♣✐♥ ❣❧❛ss ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ s♣✐♥ ❣❧❛ss tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ r❡❝❡♥t
r❡♣♦rt❡❞ ◆✐x▼♥1−x❚✐❖3 s❡r✐❡s ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ❡✈✐❞❡♥t ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ✇❡r❡
♦❜s❡r✈❡❞✳❬✶✵❪
✶✳✷✳✸✳✸ ❖♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡ts
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❧❛st s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ✐t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t ✐s♦❧❛t❡❞
♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❤❛✐♥s ❝❛♥ ♥❡✈❡r ❜❡ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ♦r❞❡r❡❞✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤❡ ♥♦♥✲❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ♦r❞❡r✱ ❛ ♦♥❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡t s❤♦✇s ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡①✱ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
❛♥❞ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞✳
❆ s♣✐♥ ❝❤❛✐♥ ✭❞❂✶✱ ❉❂✶✱ ✷ ♦r ✸✮ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧✐♥❡ ♦❢ s♣✐♥s✳ ■♥ t❤❡
❝❤❛✐♥✱ t❤❡ s♣✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ ❛❧✐❣♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♦r ❛♥t✐♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛①✐s ✭■s✐♥❣
s♣✐♥s✮✱ ♦r ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✐♥t♦ ❛ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ♣❧❛♥❡ ✭❳❨ s♣✐♥s✮✱ ♦r ♠❛② ❜❡ ❢r❡❡ t♦ ♦r❞❡r ✐♥ ❛♥②
❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭❍❡✐s❡♥❜❡r❣ s♣✐♥s✮✳ ❙♣✐♥ ❝❤❛✐♥s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❝r②st❛❧s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✐s♦❧❛t❡❞ ❝❤❛✐♥s✳ ❲❡ s❛✐❞ t❤❛t
✇❤❛t ♠❛❦❡s t❤❡s❡ ❝❤❛✐♥s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐s t❤❡✐r ❡①❝✐t❛t✐♦♥s r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡✐r ♦r❞❡r✐♥❣s✳ ■♥ ❛♥
■s✐♥❣ s♣✐♥ ❝❤❛✐♥✱ t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞♦♠❛✐♥ ✇❛❧❧s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✇❛✈❡ ✈❡❝t♦r
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥s ♦❢ ❍❡✐s❡♥❜❡r❣ s♣✐♥ ❝❤❛✐♥s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛s ❣❛♣❧❡ss s♣✐♥♦♥s ✇❤✐❝❤
❤❛✈❡ ❤❛❧❢ s♣✐♥ q✉❛♥t✉♠ ♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❢❡r♠✐♥♦♥s✳ ❙♣✐♥♦♥s ✇❡r❡ ✐♥❞❡❡❞ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥
s♦♠❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ✐♥t❡❣❡r s♣✐♥
❝❤❛✐♥s ✐s q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ s♣✐♥♦♥s✳ ❆ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❤❛✐♥ ✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r s♣✐♥s ✐s ❦♥♦✇♥
❛s ❍❛❧❞❛♥❡ ❝❤❛✐♥ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ♥♦ ❣❛♣❧❡ss ❡①❝✐t❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ♣②r♦①❡♥❡ ❢❛♠✐❧②✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡
❱✲❜❛s❡❞ ♣②r♦①❡♥❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❍❛❧❞❛♥❡✲❝❤❛✐♥ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❙❂✶✳❬✶✶❪
❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ s♣✐♥✲✶✴✷ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❤❛✐♥ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✇❡❧❧✲
❦♥♦✇♥ P❡✐❡r❧s ❞✐st♦rt✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s s♣✐♥✲P❡✐❡r❧s tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♦♣❡♥ ❛ ❣❛♣ ✐♥
t❤❡ ❡①❝✐t❛t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❛st✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❞r✐✈❡s t❤✐s ✐♥tr✐♥s✐❝ ❧❛tt✐❝❡ ❞✐st♦rt✐♦♥✳
❆❝t✉❛❧❧②✱ ❛❜♦✈❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❡①❝❤❛♥❣❡
✐♥ ❡❛❝❤ ❝❤❛✐♥✱ ❜✉t ❜❡❧♦✇ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t✇♦ ✉♥❡q✉❛❧ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❡①❝❤❛♥❣❡s ❛r❡
♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❢♦r♠✐♥❣ ❞✐♠❡r✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❛❞❥❛❝❡♥t ❧❛tt✐❝❡ s✐t❡s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣❡♥t✐❝ ❝❤❛✐♥s
♦❢t❡♥ ❜❡❝♦♠❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♠❛t❡r✐✲
❛❧s ✇❤✐❝❤ s❤♦✇ ❛ s♣✐♥✲P❡✐❡r❧s tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ✐♥♦r❣❛♥✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s
❈✉●❡❖3 ✇✐t❤ ❛ s♣✐♥✲P❡✐❡r❧s tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛t ✶✹ ❑✳ ❆s ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❤❛❧❢✲s♣✐♥ ❝❤❛✐♥s✱ ❚✐✲❜❛s❡❞
s✐❧✐❝❛t❡ ♣②r♦①❡♥❡s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ s❤♦✇ t❤✐s s♣✐♥✲P❡✐❡r❧s tr❛♥s✐t✐♦♥✳
❆ s②st❡♠ s♦♠❡✇❤❡r❡ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡t ❛♥❞ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡t
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡❛r❡st ❝❤❛✐♥s ✐s ♦❢ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ str❡♥❣t❤ ❛s t❤❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❤❛✐♥s✳ ❙✉❝❤ ❛ s②st❡♠ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❛ t✇♦✲❧❡❣ s♣✐♥ ❧❛❞❞❡r✳
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Chapter 1: Introduction
✶✳✸ ❙tr✉❝t✉r❡✲♣r♦♣❡rt② r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s
❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ♦❢t❡♥ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❆♥✐s♦tr♦♣② ❡✛❡❝t
✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ✇❤❡♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐s ❞❡♠❛♥❞❡❞ ✐♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❡♥s♦rs ❛♥❞ ♠❛tr✐❝❡s ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ st✉❞② t❤❡ str✉❝t✉r❡✲♣r♦♣❡rt② r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✱ ❛♥❞ ❛❣❛✐♥ s②♠♠❡tr② ✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧
✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ♣r♦♣❡rt② ✐s ❛❜s❡♥t✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ◆❡✉✲
♠❛♥♥✬s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✇✐❧❧ ❣✉✐❞❡ ✉s ❤♦✇ t♦ ♣r♦♣❡r❧② ♠❡❛s✉r❡ ❞✐st✐♥❝t ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ s♣❡❝✐✜❝
♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t✇♦ ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❛♥❦
❛♥❞ t②♣❡ ♦❢ t❡♥s♦rs✱ ✇✐❧❧ ❜❡ tr❡❛t❡❞ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❧❛✇s t♦ ✈❛r✐♦✉s ❝❧❛ss❡s ♦❢
♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t t❤❡♠❡s ♦❢ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥✳
✶✳✸✳✶ P♦❧❛r ❛♥❞ ❛①✐❛❧ t❡♥s♦rs
❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝r②st❛❧s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② r❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✳
❈r②st❛❧ ♣❤②s✐❝s ✐s ♠❛✐♥❧② ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ s②♠♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝r②st❛❧s✳ ❇② s②♠♠❡tr② ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ✇❡ ♠❛② ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❧② ✉♥❞❡rst❛♥❞
t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ t❤❡ ✉s❡❢✉❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ♠❡❛s✉r❡ t❤❡s❡
♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
❚❡♥s♦rs ❛r❡ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❝r②st❛❧s✳ ■♥ ❢❛❝t✱
✈❡❝t♦rs✱ s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝✐t②✱ ❛♥❞ ♠❛tr✐❝❡s✱ s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡ ✉s❡❞ t♦
❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥✱ ❛r❡ s♣❡❝✐❛❧ ❢♦r♠s ♦❢ t❡♥s♦rs✳ ❆❧❧ t❡♥s♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡
✇❛② ✇❤✐❝❤ tr❛♥s❢♦r♠s ❢r♦♠ ♦♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ t♦ ❛♥♦t❤❡r✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡
❛ s❡t ♦❢ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦s✐♥❡s aij ✱ ✇❤❡r❡ i,j❂✶✱ ✷✱ ✸✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ t❡♥s♦rs✿
♣♦❧❛r t❡♥s♦rs ❛♥❞ ❛①✐❛❧ t❡♥s♦rs✳ ❆①✐❛❧ t❡♥s♦r ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♣♣❡❛r ✇❤❡♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥
✐s ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❆①✐❛❧ t❡♥s♦rs ❝❤❛♥❣❡ s✐❣♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ❤❛♥❞❡❞♥❡ss ✈❛r✐❡s✱ ✇❤❡r❡❛s ♣♦❧❛r t❡♥s♦rs ❞♦
♥♦t✳ ❋♦r ❛ ♣♦❧❛r t❡♥s♦r✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ t❡♥s♦r ✇✐t❤ r❛♥❦ ◆ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②✿
T
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✇❤❡r❡ t❤❡ ❧❡❢t t❡r♠ ✐s t❤❡ t❡♥s♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✱ T lmn ✐s ❛ t❡♥s♦r
❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ t❤❡ ♦❧❞ s②st❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡st ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦s✐♥❡s ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ t✇♦
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠s✳ ■♥ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ t❡♥s♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❤❛s ◆ s✉❜s❝r✐♣ts ❛♥❞ t❤❡r❡ ❛r❡ ◆
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦s✐♥❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② t❤♦s❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❚❤❡ r❛♥❦ ♦❢ t❡♥s♦r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡rt②✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❡♥s♦rs ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞
✐♥t♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❛♥❦s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❤♦✇ t❤❡② tr❛♥s❢♦r♠ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠ t♦ ❛♥♦t❤❡r✱
❛s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✶✳✶✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ❦ r❡❧❛t❡s t❤❡ ❤❡❛t ✢♦✇ ❤ t♦ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t
❜②✿ hi = −kij dTdZj ✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ t❡♥s♦rs✿ ❤i ❛♥❞
dT
dZj
❛r❡ ✈❡❝t♦rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧
❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐s ❛ s❡❝♦♥❞ r❛♥❦ t❡♥s♦r ♣r♦♣❡rt②✿ kij = ailajmklm✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡
t✇♦ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ♥♦t ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② ✐s ❛ ♣r♦♣❡rt②
t❤❛t ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❧② ❦ij ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳
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❘❛♥❦ P♦❧❛r ❆①✐❛❧
③❡r♦ ❙♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❘♦t❛t♦r② ♣♦✇❡r
❋✐rst P②r♦❡❧❡❝tr✐❝✐t② P②r♦♠❛❣♥❡t✐s♠
❙❡❝♦♥❞ ❚❤❡r♠❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ▼❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝✐t②
❚❤✐r❞ P✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝✐t② P✐❡③♦♠❛❣♥❡t✐s♠
❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ ❙♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ P♦❧❛r ❛♥❞ ❛①✐❛❧ t❡♥s♦rs✳
Pr♦♣❡rt✐❡s s✉❝❤ ❛s ♣②r♦♠❛❣♥❡t✐s♠✱ ♦♣t✐❝❛❧ ❛❝t✐✈✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❍❛❧❧ ❡✛❡❝t ❛r❡ ❛❧❧ ❛①✐❛❧ t❡♥✲
s♦rs t❤❛t ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❤❛♥❞❡❞♥❡ss✳ ❙❧✐❣❤t❧② s✐♠✐❧❛r t♦ ♣♦❧❛r t❡♥s♦rs✱ ❛①✐❛❧ t❡♥s♦rs
tr❛♥s❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿
T
′
ijk... =| a | ailajmakn...Tlmn... ✭✶✳✶✶✮
■t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❛❧♠♦st ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ t❤❛t ♦❢ ❛ ♣♦❧❛r t❡♥s♦r ❡①❝❡♣t t❤❡
❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦s✐♥❡ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ✰✶ ♦r ✲✶✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ ✐❢ ♦r ♥♦t t❤❡ ❤❛♥❞❡❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❛①✐❛❧ s②st❡♠ ❝❤❛♥❣❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆♥②
s②♠♠❡tr② ♦♣❡r❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ♠✐rr♦r ♣❧❛♥❡s ♦r ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❝❡♥t❡rs ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ | a |= −1. ❆❢t❡r
❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ◆❡✉♠❛♥♥✬s ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r t❤❛t ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝✐t② ✐s ❛ ❣♦♦❞ ❡①❛♠♣❧❡
♦❢ ❛♥ ❛①✐❛❧ t❡♥s♦r ♣r♦♣❡rt②✳
✶✳✸✳✷ ◆❡✉♠❛♥♥✬s ♣r✐♥❝✐♣❧❡
■t ✐s t❤❡ ◆❡✉♠❛♥♥✬s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t❤❛t ❜✉✐❧❞s ✉♣ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❝r②st❛❧s ❛♥❞
t❤❡✐r r❡❧❡✈❛♥t ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■t st❛t❡s✿ ✏ ❚❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ ❛♥② ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❛
❝r②st❛❧ ♠✉st ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧✳✑ ❬✶✸❪ ■♥ ♦t❤❡r
✇♦r❞s✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ s②♠♠❡tr②✲r❡❧❛t❡❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣❡rt②
❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ■♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❡♥s♦r ✶✳✶✵✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦s✐♥❡ ♠❛tr✐① ❢♦r ❛♥②
s②♠♠❡tr② ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✈✐❛ t❤❡ (a) ♠❛tr✐①✳ ■t ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ t❡♥s♦rs
✉♥❞❡r t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t s②♠♠❡tr② ♦♣❡r❛t♦r✳ ■❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ ♣♦ss❡ss❡s t❤✐s s②♠♠❡tr② ❡❧❡♠❡♥t✱ t❤❡♥
t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♠✉st ❜❡ ❧❡❢t ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ◆❡✉♠❛♥♥✬s ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳
✶✳✸✳✸ ❙②♠♠❡tr② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥
P②r♦❡❧❡❝tr✐❝✐t②
❚❤❡ ♣r❡✜① ♣②r♦✲ ✐♥ t❤❡ t❡r♠ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝s ♠❡❛♥s ❤❡❛t ✐♥ ●r❡❡❦✱ s♦ ❛s ✐♥ ♣②r♦①❡♥❡s✳ ❆ ❝❤❛♥❣❡
✐♥ t❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥ r❡s♣♦♥s❡ t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞
♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝✐t②✳ ❚❤✉s ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝✐t② ✐s ❛ ✜rst r❛♥❦ t❡♥s♦r ♣r♦♣❡rt②✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥
❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❉ s✐♥❝❡ ♥♦ ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✿
P i = Di = pi△T ✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❉i ✐s ❛ ♣♦❧❛r ✈❡❝t♦r✱ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠s ❛s ❛
③❡r♦ r❛♥❦ t❡♥s♦r✱ ✇❡ ❣❡t✿
D
′
i = aijDj = aijpj△T = aijpj△T
′
= p
′
i△T
′
✭✶✳✶✷✮
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❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② r❡❧❛t✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ D
′
i t♦ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ △T
′
✐s t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞
♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✿ p
′
i = aijpj . ❚❤✐s ✐s ❛ ♣♦❧❛r ✜rst r❛♥❦ t❡♥s♦r ♣r♦♣❡rt②✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ♣②✲
r♦❡❧❡❝tr✐❝✐t② ✐s ❛❜s❡♥t ✐♥ ❛❧❧ ❝❡♥tr♦s②♠♠❡tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤✐s ❛r❣✉♠❡♥t ✉s✐♥❣
◆❡✉♠❛♥♥✬s ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❋♦r ❛♥② ✜rst r❛♥❦ t❡♥s♦r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ❝♦✣❝✐❡♥ts ♣1✱♣2 ❛♥❞
♣3 t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❙♦ t❤❡ t❡♥s♦r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ♦❢t❡♥
❣✐✈❡♥ ✐♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠✿ (p
′
) ✐s ❛ 3× 1♠❛tr✐①✱ ✭❛✮ ✐s ❛ ✸×3♠❛tr✐①✱ ❛♥❞ (p) ✐s ❛❧s♦ ❛ ✸×1♠❛tr✐①✳
❲❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦s✐♥❡ ♠❛tr✐① ❛s ❛ s②♠♠❡tr② ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ❝r②st❛❧✱ ❜② ◆❡✉♠❛♥♥✬s
♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✇❡ s❤♦✉❧❞ ✜♥❛❧❧② ❤❛✈❡
(
p
′
)
= (p)✳ ❲❡ tr❡❛t t❤✐s ✇✐t❤ ❛ ❝❡♥t❡r ♦❢ s②♠♠❡tr② ♦♣❡r❛t♦r✱
❣✐✈❡♥✿
(
p
′
)
=


p
′
1
p
′
2
p
′
3

 =


−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1




p1
p2
p3

 =


−p1
−p2
−p3

 = − (p) ✭✶✳✶✸✮
❯s✐♥❣ ◆❡✉♠❛♥♥✬s ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿
(
p
′
)
= − (p) = (p)✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♦♥❧② s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r
t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❛❧❧ t❤r❡❡ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ③❡r♦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝✐t② ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥❧② ✐♥ ✶✵ ♦❢ t❤❡ ✸✷ ❝r②st❛❧ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣s✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦ ♥♦t ♣♦ss❡ss ✐♥✈❡rs✐♦♥ s②♠♠❡tr②✳
❇② s✐♠✐❧❛r tr❡❛t♠❡♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ ♣r❡❞✐❝t t❤❛t t❤❡ ✜rst ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ t♦✉r♠❛❧✐♥❡ ✇✐t❤
♣♦✐♥t ❣r♦✉♣ ✸♠ ❤❛s ♥♦♥✲③❡r♦ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦♥❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡ b✲❛①✐s✳
▼❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧✿ ❆①✐❛❧ t❡♥s♦rs
❇❡❢♦r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝✐t②✱ ✇❡ ✜rst ❛♥s✇❡r s♦♠❡ q✉❡st✐♦♥s ❛❜♦✉t ♠❛❣♥❡t✐❝
str✉❝t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ♦❢ s②♠♠❡tr②✳ ❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦r❞❡r❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛r✐♦✉s r❡s♦♥❛♥❝❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✳
❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s ❤♦✇ t❤❡s❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts tr❛♥s❢♦r♠ ✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s s②♠♠❡tr②
♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❆s ✇❡ ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ♦❢t❡♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ s❡t ♦❢
❛rr♦✇s✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛t♦♠s✱ ✇✐t❤ ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s
✐s ♠✐s❧❡❛❞✐♥❣ ♦r ✐♥❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❡✛❡❝ts✳ ❆ ❝✉rr❡♥t ❧♦♦♣ ✐s✱
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✇✐t❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t✱ ❤❡❧♣❢✉❧ t♦ r❡t❛✐♥ t❤❡ ❛rr♦✇ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛s ❛♥ ❛✐❞ ✐♥ ✈✐s✉❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧♦♦♣✳
❋✐❣✉r❡ ✶✳✼ s❤♦✇s s♦♠❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❝✉rr❡♥t ❧♦♦♣ ✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s
s②♠♠❡tr② ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❛ t✇♦❢♦❧❞ ❛①✐s r❡✈❡rs❡s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts
♦r✐❡♥t❡❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❛①✐s✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ✈❛r② t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❙✐♠✐❧❛r r❡❧❛t✐♦♥s
❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✉♥❞❡r ♠✐rr♦r ♣❧❛♥❡ s②♠♠❡tr②✿ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ♠✐rr♦r ❛r❡
r❡✈❡rs❡❞ ❜② t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✳ ❆ ✈❡r②
✐♠♣♦rt❛♥t s②♠♠❡tr② ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ❝❡♥t❡r ♦❢ ✐♥✈❡rs✐♦♥✱ ✐s ♦❢t❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝
❡✛❡❝t✳ ❆ ♣♦❧❛r ✈❡❝t♦r✱ s✉❝❤ ❛s ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ❜r❡❛❦s t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥
s②♠♠❡tr②✱ ✇❤❡r❡❛s ❛♥ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❝❡♥t❡r r❡t❛✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ✉♥❛✛❡❝t❡❞✳
❚✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧ ♦r s♣✐♥ r❡✈❡rs❛❧ ✐s ❛♥ ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♥✜❣✉✲
r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ♦♣❡r❛t♦r ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❝✉rr❡♥t ❧♦♦♣ s♦ ❛s t♦ r❡✈❡rs❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢
♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t✳ ■♥ ♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ s②st❡♠s t❤❡ t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥t♦
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✿ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝✉rr❡♥t ❧♦♦♣ ✉♥❞❡r t✇♦❢♦❧❞ r♦t❛t✐♦♥✱ r❡✢❡❝t✐♦♥✱ ✐♥✈❡rs✐♦♥✱ ❛♥❞
t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧✳
t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr② ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✏♣r✐♠❡❞✑ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ✇❡
❤❛✈❡ t♦ r❡✈❡rs❡ t❤❡ s♣✐♥ ❛❢t❡r ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr② ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ▼❛❣♥❡t✐❝ ♣♦✐♥t
❣r♦✉♣s ❛r❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣s ❛♥❞ t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧ s②♠♠❡✲
tr②✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ✸✷ tr✐✈✐❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❣r♦✉♣s✱ ❝❛❧❧❡❞ ✏❣r❡②✑ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡
♦r❞✐♥❛r② ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣s s✉♣♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧✳ ❖t❤❡r ♠❛❣♥❡t✐❝
♣♦✐♥t ❣r♦✉♣s✱ ❝❛❧❧❡❞ ✇❤✐t❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣s✱ ♦♥❧② ❝♦♥t❛✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ✸✷ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝
♣♦✐♥t ❣r♦✉♣s✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ t②♣❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣s✱ t❤❡ ♦♥❧② ♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ♦♥❡✱ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡
♣♦✐♥t ❣r♦✉♣s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧ s❡❧❡❝t✐✈❡❧② ❝♦♠❜✐♥❡s ✇✐t❤ r♦t❛t✐♦♥s ♦r r❡✢❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s
❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ✺✽ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣s✱ ❝❛❧❧❡❞ ❜❧❛❝❦ ❛♥❞ ✇❤✐t❡ ❣r♦✉♣s✳
❊❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r t❤r♦✉❣❤ ▼❛①✇❡❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳
■t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❜② ✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝ts ✭❝r♦ss✮✳ ■♥
t❡♥s♦r ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ✈❡❝t♦r ♣r♦❞✉❝ts ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ t❡♥s♦r εijk✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦
③❡r♦ ✉♥❧❡ss ❛❧❧ t❤r❡❡ s✉❜s❝r✐♣ts ❛r❡ ✉♥❡q✉❛❧✳ ❆♥❞ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ t❡♥s♦r ❝❤❛♥❣❡s s✐❣♥ ✇❤❡♥ t❤❡
❤❛♥❞❡❞♥❡ss ✈❛r✐❡s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✇❤❡♥ t❤❡ t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱
t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ s✐❣♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ ❤❛♥❞❡❞♥❡ss ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r ❢♦r t✐♠❡
r❡✈❡rs❛❧✳
▼❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t
■♥ s♦❧✐❞s✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r
❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ♦r✐❣✐♥s✳ ❊❧❡❝tr✐❝ ♦r❞❡r ✐s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ❧♦❝❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡s ✭❝❤❛r❣❡s✮✱
✇❤✐❧❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧❧② ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛❣♥❡t✐❝
❞✐♣♦❧❡s ✭s♣✐♥s✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ str♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❝❛♥ ❜❡ ❛s❝❡rt❛✐♥❡❞
✐♥ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ❝r♦ss ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ t♦
t❤❡✐r ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ✜❡❧❞s✱ ❊ ❛♥❞ ❍✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ✭▼❊✮ ❡✛❡❝t✳ ❉❛t❡ ❜❛❝❦
t♦ ✶✽✾✹✱ P✐❡rr❡ ❈✉r✐❡ ✜rst ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ♦r❞❡rs
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✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ✐♥s✉❧❛t♦rs ♦♥ s②♠♠❡tr② ❣r♦✉♥❞s✳ ❆ ♠♦r❡ r✐❣♦r♦✉s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦✉✲
♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✇❛s s❤♦rt❧② ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❜② ▲✳❉✳ ▲❛♥❞❛✉
❛♥❞ ❊✳ ▲✐❢s❤✐t③ ✐♥ ♦♥❡ ❜♦♦❦ ♦❢ t❤❡✐r ❢❛♠♦✉s s❡r✐❡s ♦♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣❤②s✐❝s✳❬✶✹❪ ■♥ ✶✾✻✵✱ ■✳❊✳
❉③②❛❧♦s❤✐♥s❦✐✐❬✶✻❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❈r2❖3 ❤❛s ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ s②♠♠❡tr② ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ▼❊ ❡✛❡❝t✱ ❛♥❞
t❤❡♥ t❤❡ ✜rst ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥ ❝❛♠❡ ✉♣ ❜② ❉✳◆✳ ❆str♦✈✳❬✶✺❪ ❚❤❡s❡ ✜♥❞✐♥❣s r❡✈❡❛❧ t❤❛t
s♣❡❝✐✜❝ s②♠♠❡tr② r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♠✉st ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❢♦r t❤❡ t❡♥s♦r t♦ ❜❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❛✐♥
▼❊ ❡✛❡❝t ✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧s✳
❚❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❢♦r ❛ s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛❣✲
♥❡t✐s♠ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
F (E,H) = F0 − P
s
i Ei −M
s
i Hi −
1
2
ε0εijEiEj −
1
2
µ0µijHiHj − αijEiHj ✭✶✳✶✹✮
−1
2
βijkEiHjHk −
1
2
γijkHiEjEk
✇❤❡r❡ ε0 ❛♥❞ µ0 ❛r❡ t❤❡ ❢r❡❡ s♣❛❝❡ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ❛♥❞ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②❀ Ps ❛♥❞ ▼s
❞❡♥♦t❡ t❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②❀ α ✐s ✉s❡❞
t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ t❡♥s♦r ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ▼❊ ❡✛❡❝t✱ ✇❤✐❧❡ β❛♥❞ γ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ t✇♦ ❦✐♥❞s
♦❢ ❜✐❧✐♥❡❛r ▼❊ ❡✛❡❝t✳
❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ r❡s♣♦♥s❡
♦❢ ❛ s②st❡♠ t♦ ❛♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛♥
❛♣♣❧✐❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❇② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡✱ t♦ ✜rst ♦r❞❡r✿
Pi = αijHj ✭✶✳✶✺✮
Mi = αijEj ✭✶✳✶✻✮
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ s②♠♠❡tr② r❡str✐❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✐♥ ❛ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝✲
tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❜♦t❤ s♣❛❝❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧ ♠✉st ❜❡ ❜r♦❦❡♥✳ ❙✐♥❝❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❊ ✐s ❛
♣♦❧❛r ✜rst r❛♥❦ t❡♥s♦r ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ▼ ✐s ❛♥ ❛①✐❛❧ ✜rst r❛♥❦ t❡♥s♦r✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝
❡✛❡❝t ✐s ❛♥ ❛①✐❛❧ s❡❝♦♥❞ r❛♥❦ t❡♥s♦r ✇❤✐❝❤ t❤✉s tr❛♥s❢♦r♠ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
Mi = ± | a | aijMj = ± | a | aijαjkEk = ± | a | aijαjkalkEl = α
′
ilE
′
l ✭✶✳✶✼✮
❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞s α
′
il = ± | a | aijαjkalk✳ ■♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t
tr❛♥s❢♦r♠s ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ♦❧❞ s②st❡♠ t♦ t❤❡ ♥❡✇ s②st❡♠✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ (α
′
) = ± |
a | (a)(α)(a)t. ❋♦r ❛ s②st❡♠ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧ s②♠♠❡tr② ✭✶
′
✮✱ t❤❡ ▼❊ ❡✛❡❝t ✐s ❛❜s❡♥t
❜② t❤❡ ◆❡✉♠❛♥♥✬s ♣r✐♥❝✐♣❧❡✿ (α
′
) = (−1)(+1)(+1)(α)(+1) = (−α) = (α) = 0. ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❢♦r
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ▼❊ ❡✛❡❝t ❛❧s♦ ❞✐s❛♣♣❡❛rs✱ ✇❤❡r❡❛s ▼❊ ❡✛❡❝t ❝❛♥
❜❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ s♣❡❝✐❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ s♣❛❝❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② t✐♠❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ t❛❦❡
♣②r♦①❡♥❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ ❤♦✇ ✉s❡❢✉❧ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐s✱ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✳
▼❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛tr✐❝❡s ❢♦r r❡❧❡✈❛♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣s ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✶✳✺✳✽✳✶ ✐♥
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ ❛ ▼❊✲❘❆▼ ❝❡❧❧✳ ❬✶✼❪
■❯❈r ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❚❛❜❧❡s ❢♦r ❈r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤②✳ ❖♥❧② ✺✽ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣s ❛r❡
♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ t❡♥s♦rs✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢
♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ✐♥ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ♠❛② ❜❡ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❤♦✐❝❡✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ♣r❡❞✐❝t ❛♥❞
❡❛s② t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✈❡r② ♦❢t❡♥✱ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ✇✐t❤ s✉✐t❛❜❧❡ s✐③❡ ❛♥❞ q✉❛❧✐t② ❛r❡
✉♥❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦♥ t❤❡ ❜✉❧❦ ♠❛t❡r✐❛❧✳
❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ▼❊ ❡✛❡❝t ✐♥ ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ s❛♠♣❧❡s ❛r❡
❡①♣❡❝t❡❞✳ ❚♦ r❡❛❧✐③❡❞ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧✐♥❣✱ ❛❧s♦ ❦♥♦✇♥ ❛s
♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✱ ✐s ✐♥❞✐s♣❡♥s✐❜❧❡✳
❚❤❡ ✜❡❧❞s ❍ ❛♥❞ ❊ ❛r❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛s ✐t ❝♦♦❧s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ◆❡❡❧
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♣♦❧✐♥❣ ✜❡❧❞s ❛r❡ r❡♠♦✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡
♠❡❛s✉r❡❞✳ ❋♦r ❛ s②♠♠❡tr② ❛❧❧♦✇❡❞ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❛❧❧ ▼❊ t❡♥s♦rs
✇✐❧❧ ✈❛♥✐s❤ ❜② ❝♦♦❧✐♥❣ ❜❡❧♦✇ ✐ts tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥② ✜❡❧❞✳ ❚❤❡
r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ♠♦st ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛✈❡ t✇♦
✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ♦♣♣♦s✐t❡ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts r❡❧❛t❡❞ ❜② t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧✳ ■♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢
❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❞♦♠❛✐♥s ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ✈♦❧✉♠❡
❢r❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ▼❊ ❡✛❡❝t ❝❛♥❝❡❧s ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ♦✉t✱ s❤♦✇✐♥❣ ♥♦ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ▼❊ ❡✛❡❝t✳ ❚♦
❛❧t❡r t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ◆❡❡❧ ♣♦✐♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❢❛✈♦rs ♦♥❡ ♦✈❡r t❤❡ ♦t❤❡r ❛♥❞
❤❡♥❝❡ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ▼❊ ❡✛❡❝t✳
❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ②✐❡❧❞❡❞ ✐♥ t②♣✐❝❛❧ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s✱ ❧✐♥❡❛r ▼❊ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐s
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✇✐t❤ ✇❡❛❦ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❞✐❞ ♥♦t ✐♠♣❡❞❡ ✐ts ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♦♥ r❛♥❞♦♠ ❛❝❝❡ss ♠❡♠♦r② ❞❡✈✐❝❡ s✐♥❝❡ t❤❡ s♠❛❧❧ ❧✐♥❡❛r ▼❊ ❡✛❡❝t ❤❛s r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥ s❤♦✇♥
t♦ ❝♦♥tr♦❧ s♣✐♥tr♦♥✐❝ ❞❡✈✐❝❡s ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♥ ❛ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜✐❛s s②st❡♠❬✶✼❪✱
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✽✳ ❚❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❧✐♥❡❛r ▼❊ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐s st✐❧❧
✉♥❝❧❛r✐✜❡❞✱ ❜✉t ❛♣♣❛r❡♥t❧②✱ ✐t ✐s str♦♥❣❧② ♠❛t❡r✐❛❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥
t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ r❡✈❡❛❧ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡s②♠♠❡tr②✱ ✐s ✈✐t❛❧ ❢♦r t❤❡
st✉❞② ♦❢ ❧✐♥❡❛r ▼❊ ❡✛❡❝t ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ♥❡✇ ♠❛t❡r✐❛❧s ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ▼❊ ❡✛❡❝t✳
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✶✳✹ ▼✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s
■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❛♠❡ ✉♣ ✇✐t❤ ❤♦✇ ❛t♦♠s ❣❡t st❛❝❦ ✐♥t♦ s♦❧✐❞s✱ ❞✐s❝✉ss❡❞
t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐s♠ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡ts✱ ❛♥❞ s❤♦✇❡❞ ❤♦✇
str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt② ❛r❡ str♦♥❣❧② r❡❧❛t❡❞ ❜② s②♠♠❡tr②✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠♦✈❡ ♦♥ t❤❡
♠❛✐♥ t♦♣✐❝ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✿ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s✳
✶✳✹✳✶ Pr✐♠❛r② ♦r❞❡rs ❛♥❞ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s
✶✳✹✳✶✳✶ Pr✐♠❛r② ♦r❞❡rs ✐♥ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝s
▼❛t❡r✐❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s ✭▼❋✮ ✇❤❡♥ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❢❡rr♦✐❝ ♦r✲
❞❡rs ❛r❡ ✉♥✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤❛s❡✳❬✶✽❪ ❙♦ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥✜♥❡ ♦✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥t♦ s✐♥❣❧❡ ♣❤❛s❡
♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s✱ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦♠♣♦s✐t❡s s✉❝❤ ❛s ❤❡t❡r♦str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝s ✐♥t❡r❧❛②❡r❡❞ ✇✐t❤
♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ❢❡rr♦✐❝ st❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ s♣❛❝❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥
❛♥❞ t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡✐r ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋♦✉r ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ♣r✐♠❛r② ❢❡rr♦✐❝ ♦r❞❡rs
❛r❡ ❦♥♦✇♥ ✉♣ t♦ ♥♦✇✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r t②♣❡s ♦❢ ♣r✐♠❛r② ❢❡rr♦✐❝s ❛r❡
s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞♦♠❛✐♥s✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱
t❤❡② ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❜r♦❦❡♥ s②♠♠❡tr②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ✈❡r② ❞✐st✐♥❝t tr❛♥s❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ s♣❛❝❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡
♥❛t✉r❡ ♦❢ ♣♦❧❛r ♦r ❛①✐❛❧ t❡♥s♦r ♣r♦♣❡rt②✳ ❋❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ♦r❞❡r ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ✉♥❞❡r s♣❛❝❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❜✉t r❡♠❛✐♥✐♥❣
✐♥✈❛r✐❛♥t ✉♥❞❡r t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r ✐s
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥✱ ✐ts s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡s ✉♥❞❡r t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ❜✉t
r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✉♥❛❧t❡r❡❞ ✉♥❞❡r s♣❛❝❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ❋❡rr♦❡❧❛st✐❝ ♦r❞❡r ✐s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛ s♣♦♥t❛✲
♥❡♦✉s str❛✐♥ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ s♣❛❝❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧ ❛r❡ ❛❧❧ s②♠♠❡tr✐❝✳ ❊✐t❤❡r s♣❛❝❡
✐♥✈❡rs✐♦♥ ♦r t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t♦r♦✐❞❛❧ ♠♦♠❡♥t✳
✶✳✹✳✶✳✷ ▼✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s
❚❤❡ t❡r♠ ✏♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s✑ ✇❛s ✜rst ✉s❡❞ ✐♥ ✶✾✾✹ ❜② ❍✳ ❙❝❤♠✐❞✱❬✶✾❪ ❜✉t✱ ❛s ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥
♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ s②st❡♠s ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣✲
♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ s✐♥❝❡ ✶✽✾✹✳ ❆ ♥❡✇ t✇✐st ♦❢ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ▼❊ ✇❛s t❤❡ ✐❞❡❛
t❤❛t ♥♦t ♦♥❧② ❝❛♥ str♦♥❣ ❝r♦ss✲❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ r❡s♣♦♥s❡s ❡①✐st ✐♥ s♦❧✐❞s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡
♦❢ ▼❊ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡r❡ ♠❛② ❡①✐st s②st❡♠s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❢❡rr♦✐❝s✱ ♠❛❣✲
♥❡t✐s♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝✐t②
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥ts✱ ❝❛♥ ❝♦❡①✐st ✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧
✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✾✮✳❬✻✻✱ ✻✼❪ ❚❤❡ ❧♦♥❣✐♥❣ ❛♥❞ s❡❛r❝❤ ❢♦r s✉❝❤ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s
✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡s ♠❛❣♥❡t✐s♠ ❛♥❞ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝✐t②✱ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♣r♦s♣❡❝t ♦❢ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ ❝❤❛r❣❡s
❜② ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❛♥❞ s♣✐♥s ❜② ❡①t❡r♥❛❧ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s t♦✇❛r❞s ♥❡✇ ♠✉❧t✐❢✉♥❝t✐♦♥❛❧
❞❡✈✐❝❡s✳ ❆t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ✷✶st ❝❡♥t✉r②✱ t❤❡r❡ ✇❛s ❛ r❡♥❛✐ss❛♥❝❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝s ❛♥❞
♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
♠❛❣♥❡t✐s♠ ❛♥❞ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❛❝❤✐❡✈❡♠❡♥ts✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✿ ▼✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝s ❛♥❞ ♠❛❣♥❡ts✳❬✻✺❪
❇✉t ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ t♦ ✜♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧s ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ str♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❛♥❞
♠❛❣♥❡t✐s♠✳❬✸✵❪ ❚❤❡ ✜rst ♦❜✈✐♦✉s r❡str✐❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝s ♠✉st ❜❡ ✐♥s✉❧❛t♦rs t♦ s✉s✲
t❛✐♥ ❛ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❧❡ ♠♦st ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉❝t♦rs✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
♣r♦❜❧❡♠ ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ❞✐♣♦❧❡ ♦r❞❡r✐♥❣s✳
◆♦r♠❛❧❧②✱ ♠❛❣♥❡t✐s♠ r❡q✉✐r❡s t❤❛t ♠❛t❡r✐❛❧s ❤❛✈❡ ✉♥♣❛✐r❡❞ ❧♦❝❛❧✐③❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s t❤♦s❡
✐♥ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧❧② ✜❧❧❡❞ ❞ ♦r❜✐t❛❧ ♦❢ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡s ♦❢ ❡❧❡❝✲
tr♦♥s ❛♥❞ ✐♦♥s ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♦r❞❡r✐♥❣✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❛♥❞
❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐s♠ ❛r❡ s♦♠❡✇❤❛t s❡♣❛r❛t❡ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ♠✉t✉❛❧❧② ❡①❝❧✉s✐✈❡✳ ❚❤❡ ✇❛② t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡
t❤✐s ❝♦♥tr❛✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❝❛t✐♦♥ t②♣❡s ✐♥ ♦♥❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞✳ ❋♦❧✲
❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ✇❛②✱ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝✐t② ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧s ❤❡r❡ ♦♥❡ ❝❛t✐♦♥ s✉❜❧❛tt✐❝❡ ♣r♦✈✐❞❡s
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐s♠✱ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝✐t② ✭♣r♦t♦t②♣❛❧ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✐s
❇✐❋❡❖3 ♣❡r♦✈s❦✐t❡✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡s❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ▼❋✱ ❛♥♦t❤❡r t②♣❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t♦✲
❡❧❡❝tr✐❝ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s ✐s s②♠♠❡tr② r❡str✐❝t❡❞ ✇✐t❤ s♣✐♥ ♦r❞❡r ✐♥❞✉❝❡❞ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝✐t② ✭♣r♦t♦t②♣❛❧
❝♦♠♣♦✉♥❞ ✐s ❚❜▼♥❖3✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠❡ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ▼❋ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ✐♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜s❡❝t✐♦♥✳
✶✳✹✳✶✳✸ ❋❡rr♦t♦r♦✐❞✐❝ ♦r❞❡r ✈s ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t
❚❤✐s s✉❜s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❢❡rr♦t♦r♦✐❞✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣✳ ❆ ♠❛❣♥❡t✐❝ t♦r♦✐❞❛❧ ♠♦♠❡♥t ✐s
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ t✐♠❡✲♦❞❞ ♣♦❧❛r ✈❡❝t♦r✱❬✷✸✱ ✷✹❪ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥❣❡s s✐❣♥ ✉♥❞❡r ❜♦t❤ s♣❛❝❡ ✐♥✈❡r✲
s✐♦♥ ❛♥❞ t✐♠❡ r❡✈❡r❛❧✱ ❛♥❞ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ♦r r✐♥❣✲❧✐❦❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢
s♣✐♥s✳❬✷✵❪ ▼❛t❡r✐❛❧s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t♦r♦✐❞❛❧ ♠♦♠❡♥ts ❛r❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧② ❛❧✐❣♥❡❞ ❛r❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
❢❡rr♦t♦r♦✐❞✐❝s✱❬✷✶✱ ✻✽❪ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✵✳ ❚❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s t♦r♦✐❞❛❧ ♠♦♠❡♥t ✐♥ s✉❝❤ ❢❡r✲
r♦t♦r♦✐❞✐❝s s❤♦✉❧❞ ❜❡ t✉♥❡❞ ❜② ❝r♦ss❡❞ ❊ ❛♥❞ ❍ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② ✐t ✐s s♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐s
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ t♦r♦✐❞❛❧ ♠♦♠❡♥t ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝✲
tr✐❝ t❡♥s♦r✱ ✐♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ❛♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❊ ✜❡❧❞ ✐♥❞✉❝❡s ❛ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈✐❝❡
✈❡rs❛✳❬✷✷✱ ✷✽❪
❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s❡❛r❝❤❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❛♥❞
❝♦♥✜r♠ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❢❡rr♦t♦r♦✐❞✐❝ ♦r❞❡r✳ ❚❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ s♦✉r❝❡s ♦❢ ❢❡rr♦t♦r♦✐❞✐❝
♦r❞❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠✉❧t✐♣♦❧❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢
❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❣r❛❞✐❡♥ts ♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✵✿ ❚♦r♦✐❞✐❝ ♠♦♠❡♥t ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t✳ ✭❛✮ ❚♦r✉s ✇✐t❤ ❛♥ ❡✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝✉rr❡♥t ✇✐♥❞✐♥❣s ❢♦r♠✐♥❣ ❛ t♦r♦✐❞✐❝ ♠♦♠❡♥t✱ ❚✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t α ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞
❜② t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❧♦♦♣s ❜❡✐♥❣ s❤✐❢t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✭❍✮✱ t❤✉s ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✲
✐③❛t✐♦♥ ✭P✮✳ ❇② r♦t❛t✐♥❣ t❤❡ ✜❣✉r❡ ❜② ✾✵◦✱ t❤❡ ❛s②♠♠❡tr② ✭αij = −αji✮ ❜❡❝♦♠❡s ♦❜✈✐♦✉s✳ ◆♦t❡
t❤❛t αij ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ t♦r♦✐❞❛❧ ♠♦♠❡♥t ❚k✭✐6=❥ 6=❦✮✳❬✻✽❪
r❡❢✳ ❬✷✵✱ ✷✽❪✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s②♠♠❡tr② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❢❡rr♦t♦r♦✐❞✐❝ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r
❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ▼❊ ❡✛❡❝t✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❡✈✐❞❡♥❝❡
❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s t♦r♦✐❞❛❧ ♠♦♠❡♥t ✐♥ ❛ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣
t❤❡ ❧✐♥❡❛r ▼❊ ❡✛❡❝t✳ ❆ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ s✉❝❤ ❛s ♣②r♦①❡♥❡ ◆❛❋❡❙✐2❖6 ❛♥❞
▲✐❋❡❙✐2❖6 ❝♦♠♣♦✉♥❞s✱ ✇❡r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡✐r ❧✐♥❡❛r ▼❊ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳❬✷✺✱ ✷✻✱ ✷✼❪
❚♦ ♣r♦♣❡r❧② ❡✈✐❞❡♥❝❡ t❤❡ ❢❡rr♦✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ st❛t❡✱ t✇♦ ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜❧✐❣❛t♦r②❬✷✷✱
✷✾❪✿ ✭❛✮ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❞♦♠❛✐♥s ❛s r❡❣✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡✲
t❡r❀ ✭❜✮ ❤②st❡r✐❝ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❞♦♠❛✐♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐♥❣❧❡✲❞♦♠❛✐♥ st❛t❡s ✐♥ t❤❡
❝♦♥❥✉❣❛t❡ ✜❡❧❞✳ ■♥ ✷✵✵✼✱ t❤❡ ✜rst ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❛s s❛t✐s✜❡❞ ❜② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❞♦♠❛✐♥ str✉❝t✉r❡
♦❢ ❢❡rr♦t♦r♦✐❞✐❝s ✐♥ ▲✐❈♦P❖4✳❬✻✽❪ ❱❡r② r❡❝❡♥t❧②✱ t❤❡ ❤②st❡r❡t✐❝ ♣♦❧✐♥❣ ♦❢ ❢❡rr♦t♦r♦✐❞✐❝ ❞♦♠❛✐♥s
✐♥ t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ t♦r♦✐❞❛❧ ✜❡❧❞ ✇❛s ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ▲✐❈♦P❖4✳❬✷✷❪ ❆❧❧ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❝♦♥✜r♠ t❤❛t ❢❡rr♦t♦r♦✐❞✐❝✐t② ✐s t❤❡ ❢♦✉rt❤ ❢♦r♠ ♦❢ ❢❡rr♦✐❝ ♦r❞❡r✳
✶✳✹✳✷ ❘❡❝❡♥t ♣r♦❣r❡ss ✐♥ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s
❆ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ str♦♥❣ ❝r♦ss✲❝♦✉♣❧✐♥❣ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✶✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s ✜❣✉r❡✱ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❛r❡❛ ❢♦r♠❡❞ ❜②
❜♦❧❞ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ r❡❞ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥ts ♠❛t❡r✐❛❧s t❤❛t ❛r❡ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝✳ ▼♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱
t❤❡ ❜❧✉❡ r❡❣✐♠❡ s❤♦✇s ♠❛t❡r✐❛❧s ♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t✳ ■t ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡
t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ❢❡✇ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐t ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐s♠✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱
✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s✳
❙✐♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝❛✉s❡s ❢♦r ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝✐t②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ✈❛r✐♦✉s
t②♣❡s ♦❢ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s✳❬✻✺❪ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s ❛r❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥ t✇♦ ❣r♦✉♣s✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ✐♥ t❤❡
✜rst ❣r♦✉♣✱ ❝❛❧❧❡❞ t②♣❡✲■ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐s♠ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♦r✐❣✐♥s ❛♥❞ ❛r❡ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ ✐s ✜♥✐t❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡♠✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✶✳✷✱ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② r❛t❤❡r ❧❛r❣❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡r✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛❣♥❡t✐s♠ ❛♥❞ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝✐t②✳
❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣r♦✉♣✱ ♥❛♠❡❧② t②♣❡✲■■ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s✱ ❝♦♠♣r✐s❡s ♠❛t❡r✐❛❧s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
♦r❞❡r✐♥❣ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣✱ ✐♠♣❧②✐♥❣ ❛ str♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♦r❞❡rs✳
❲❡ ✇✐❧❧ ♣❛② ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣✐❝t✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✶✿ ❈❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣ ♦①✐❞❡s✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡st ❝✐r❝❧❡ r❡♣r❡s❡♥ts ❛❧❧ ✐♥s✉❧❛t✐♥❣
♦①✐❞❡s ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ✜♥❞s ❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ♣♦❧❛r✐③❛❜❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✭❣r❡❡♥ ❡❧❧✐♣s❡✮ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧②
♣♦❧❛r✐③❛❜❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✭♦r❛♥❣❡ ❡❧❧✐♣s❡✮✳ ❲✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❡❧❧✐♣s❡✱ t❤❡ ❝✐r❝❧❡ r❡♣r❡s❡♥ts ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤
❛ ✜♥✐t❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝s✮ ❛♥❞✴♦r ❛ ✜♥✐t❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✭❢❡rr♦✲ ❛♥❞ ❢❡rr✐♠❛❣♥❡ts✮✳
❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❧✐♣s❡s
♦r t❤❡ ❝✐r❝❧❡s✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ ❝✐r❝❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ❞❡♥♦t❡s s②st❡♠s ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❛ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝
❝♦✉♣❧✐♥❣✳❬✻✾❪
✶✳✹✳✷✳✶ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛❣♥❡t✐s♠ ❛♥❞ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝✐t② ✭t②♣❡✲■✮
▼❛t❡r✐❛❧s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❚②♣❡✲■ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❣♦♦❞ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝s ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✵✳✶∼✶❈✴♠2✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞
❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❢❛r ❛❜♦✈❡ r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥s✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡
♠♦♠❡♥t ♦r❞❡r✐♥❣✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛❣♥❡t✐s♠ ❛♥❞ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝✐t② ✐♥ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✐s
t❤✉s r❛t❤❡r ✇❡❛❦✳ ❙❡✈❡r❛❧ s✉❜❝❧❛ss❡s ♦❢ t②♣❡✲■ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ❛♥❞ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❛✐♥
s✉❜❝❧❛ss❡s ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳
▲♦♥❡✲♣❛✐r ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s
P❡r♦✈s❦✐t❡✲t②♣❡ ❆❇❖3 ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❛r❡ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r s❡❛r❝❤✐♥❣ ♥❡✇ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s✱ s✐♥❝❡
t❤❡② ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❛ ❧❛r❣❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛② ♠❛❣♥❡t✐❝ ✭❡①✴❆▼♥❖3
♠❛♥❣❛♥✐t❡s✮ ♦r ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✭❡①✿ ❇❛❚✐❖3✱ P❜❚✐❖3✳✳✳✮✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦ st❛❜✐❧✐③❡ ❛ ❢❡r✲
r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐♥ ♣❡r♦✈s❦✐t❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❞n ❝❛t✐♦♥s ♦♥ s✐t❡ ❇✱ ✐s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡
❛ ❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ❧♦♥❡ ✻s2 ❡❧❡❝tr♦♥ ♣❛✐r ♦♥ s✐t❡ ❆✳ P❡r♦✈s❦✐t❡s ❝♦♠♣♦✉♥❞s s✉❝❤ ❛s ❇✐❋❡❖3❬✸✷❪
❛♥❞ ❇✐▼♥❖3❬✸✸❪✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣ ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥
❜r♦✉❣❤t ❛❜♦✉t ❜② t❤❡ ❧♦♥❡ ♣❛✐rs ♦❢ ❇✐ ❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣ ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧ ❝❛t✐♦♥s✱ ❛r❡ ❜② ❢❛r t❤❡ ♠♦st st✉❞✐❡❞ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ♠❛❣✲
♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❛t ♦❢ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡②
♣♦ss❡ss ✈❡r② ❧❛r❣❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✶✳✷✳
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❈♦♠♣♦✉♥❞ TFE✴TN ✭❑✮ P✭µ❈✴❝♠2✮ ❈♦♠♠❡♥t
❇✐❋❡❖3 ✶✶✵✵✴✻✹✸ ✾✵✭✜❧♠✮✻✭❝r②st❛❧✮ ▼❋✲t②♣❡ ■❴▲♦♥❡ ♣❛✐rs
▲✉❋❡2❖4 ✸✷✵ ✷✻ ▼❋✲t②♣❡ ■❴❈❤❛r❣❡ ♦r❞❡r✐♥❣
❨▼♥❖3 ✾✶✹✴✼✻ ✻ ▼❋✲t②♣❡ ■❴●❡♦♠❡tr✐❝
❚❜▼♥❖3 ✷✼ ✵✳✵✽ ▼❋✲t②♣❡✲■■
▼♥❲❖4 ✶✷ ✵✳✵✵✺ ▼❋ t②♣❡✲■■
❚❛❜❧❡ ✶✳✷✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s✳
❈❤❛r❣❡✲♦r❞❡r✐♥❣ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s
❆♥♦t❤❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t❤❛t ❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ✐♥ ❝❤❛r❣❡✲♦r❞❡r✐♥❣ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s✳ ■t ✐s ♦❢t❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ tr❛♥s✐✲
t✐♦♥ ♠❡t❛❧ ✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧❡♥❝❡s✳ ❊①❛♠♣❧❡s ❛r❡ Pr0.5Ca0.5MnO3 ❬✸✺❪❛♥❞ LuFe2O4.❬✸✹❪
■♥ ❝❤❛r❣❡ ♦r❞❡r✐♥❣ s②st❡♠s✱ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧❡♥❝❡ ❛t
❞✐✛❡r❡♥t s✐t❡s ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ✐♥❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜♦♥❞s ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢
✐♦♥✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✳
●❡♦♠❡tr✐❝ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝s
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ❧❛tt✐❝❡ ❞✐st♦rt✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s
❤❡①❛❣♦♥❛❧ ♠❛♥❣❛♥✐t❡ ❨▼♥❖3✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣❤❛s❡ ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛ t✐❧t✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❧❛②❡r❡❞ ▼♥❖5 ♣♦❧②❤❡❞r❛✱ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❨ ✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♥❡t
❡❧❡❝tr✐❝ ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t✳ ■t ✐s ❡✈✐❞❡♥t t❤❛t t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❡♥t✐r❡❧② ❜② ❡❧❡❝tr♦st❛t✐❝ ❛♥❞
s✐③❡ ❡✛❡❝ts✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜♦♥❞✐♥❣ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝
♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ ♣❡r♦✈s❦✐t❡ ♦①✐❞❡s✳❬✸✻❪
✶✳✹✳✷✳✷ ▼✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s ♦❢ s♣✐♥ ♦r✐❣✐♥ ✭t②♣❡✲■■✮
❋r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t s②♠♠❡tr② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ❜♦t❤ s♣❛❝❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥
❛♥❞ t✐♠❡ r❡✈❡rs❛❧ ♠✉st ❜❡ ❜r♦❦❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤✐s
r✉❧❡ ✇♦r❦s ❛❧s♦ ✐♥ t②♣❡✲■■ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① s♣✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ❝②✲
❝❧♦✐❞❛❧ ❛♥❞ ❝♦♥✐❝❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡s✭s❡❡ t❛❜❧❡ ✶✳✸ ✮✱ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛❣♥❡t✐s♠
❛♥❞ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❜② s②♠♠❡tr② ❛r❣✉♠❡♥t✳ ■♥ t②♣❡✲■■ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ♦r✲
❞❡r✐♥❣ ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❜② ♠❛❣♥❡t✐❝ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❜r❡❛❦s t❤❡ s♣❛❝❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥
s②♠♠❡tr② ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛❣♥❡t✐s♠ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s ✐♥tr✐♥✲
s✐❝❛❧❧② str♦♥❣❡r t❤❛♥ t②♣❡✲■ ▼❋✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ t✉♥✐♥❣ ♦❢ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ✭♠❛❣♥❡t✐❝✮ ♦r❞❡r
❜② t❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✭♠❛❣♥❡t✐❝✮ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡s❡ ▼❋ s❤♦✉❧❞ ❛ss♦❝✐❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢
♠❛❣♥❡t✐❝ ✭❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝✮ ♣r♦♣❡rt②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧② ✐♥❞✉❝❡❞ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛✲
t✐♦♥ ✐s ✉s✉❛❧❧② ✇❡❛❦ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✐♥ t②♣❡✲■ ▼❋✱ ❛♥❞ t❤✐s ❝❛♥
❜❡ s❡❡♥ ❢r♦♠ t❛❜❧❡ ✶✳✷✳ ❯s✉❛❧❧②✱ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝✐t② ♦❢ s♣✐♥ ♦r✐❣✐♥
❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ t❤r❡❡ t②♣❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ♣r♦♣❡r❧② t❤❡s❡ t❤r❡❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ❛
♠♦❞❡❧ ♦❢ t✇♦ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧ ✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♥ ❧✐❣❛♥❞ ♦①②❣❡♥ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✇✐t❤ ❣❡♥❡r✐❝ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
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Chapter 1: Introduction
❚❛❜❧❡ ✶✳✸✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ▼❋ ♦❢ s♣✐♥ ♦r✐❣✐♥s✳
▼❡❝❤❛♥✐s♠ ❈♦♠♣♦✉♥❞ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣ ▼❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ❚N ✭❑✮
PSC ❚❜▼♥❖3 ♠♠♠ ❝②❝❧♦✐❞❛❧ ✷✽
PSC ◆✐3❱2❖8 ♠♠♠ ❝②❝❧♦✐❞❛❧ ✸✳✾⑦✻✳✸
Pp−d ❈✉❋❡❖2 ✲✸♠ ❝♦❧❧✐♥❡❛r ✭❍❂✵✮❀ s❝r❡✇✭❍❃✵✮ ✶✶
PSC ✭❇❛▼❣✮2❋❡12❖22 ✲✸♠ s❝r❡✇✱ ▲✲❝♦♥✐❝❛❧ ✭❍❂✵✮✱ ❚✲❝♦♥✐❝❛❧ ✭❍❃✵✮ ✸✵
PSC ❈♦❈r2❖4 ♠✸♠ ❚✲❝♦♥✐❝❛❧ ✷✻
PSC ▼♥❲❖4 ✷✴♠ ❝②❝❧♦✐❞❛❧ ✼⑦✶✷✳✺
PES ❚❜▼♥2❖5 ♣❜♥♠ ❝♦❧❧✐♥❡❛r ❆❋▼ ✷✳✺
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞✱ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ P ♦♥ t❤❡ ❜♦♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
s✐t❡s ✐ ❛♥❞ ❥ ❜②✿❬✼✵✱ ✼✶❪
P = PES(si · sj)e+P
SCe(si × sj)× e+P
p−d [(e · si)si − (e · sj)sj ] ✭✶✳✶✽✮
✇❤❡r❡ si ♠❡❛♥s t❤❡ s♣✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛t s✐t❡ i✱ ❛♥❞ e ✐s t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ♠❛❣♥❡t✐❝
✐♦♥s✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤r❡❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✿ ✭❛✮ ❡①❝❤❛♥❣❡ str✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭PES✮✱ ✭❜✮ s♣✐♥
❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧ ✭PSC✮✱ ✭❝✮ s♣✐♥✲❞❡♣❡❞❡♥t ♣✲❞ ❤②❜r✐❞✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✭Pp−d✮✳ ❚❤❡s❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s
❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡s ✐♥ t❛❜❧❡ ✶✳✸✳
❊①❝❤❛♥❣❡ str✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
❚❤❡ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝ ♣r♦♣❡rt② ♦r✐❣✐♥❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ str✐❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ r❡q✉✐r❡s s♣❡❝✐❛❧
st❛❝❦✐♥❣ ♦❢ ❝r②st❛❧ ❧❛tt✐❝❡✳❬✸✶❪ ❯s✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ str✐❝t✐♦♥ ♣r❡❞✐❝ts t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛✲
t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜♦♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❆❇ ❧❛tt✐❝❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✷ ✭❛✲❝✮✳ ❚❤❡ s②♠♠❡tr✐❝
❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ s♣✐♥s ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ str✐❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ❛ s♣❡❝✐✜❝
❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚♦ ❤❛✈❡ ♥❡t ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ♦❢ s♣✐♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡
❝♦♠♠❡♥s✉r❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ str✐❝t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ s❤♦✇ ♥❡t ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t
♦✈❡r t❤❡ ❝r②st❛❧ ❧❛tt✐❝❡✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❆✲❇ ❛❧✐❣♥❡❞ ❝❤❛✐♥✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡
✶✳✶✷ ✭❜✮✱ ✐t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✉♣✲✉♣✲❞♦✇♥✲❞♦✇♥ s♣✐♥ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
✐♥❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐♠❡r✐③❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❛t♦♠s t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ str✐❝t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ❛❧✐❣♥❡❞ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛t♦♠s ♦r ❜♦♥❞s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✇❤❡♥ t❤❡ ▼✲❖✲▼ ❜♦♥❞ ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t ❝❤❛✐♥ ❜✉t ③✐❣③❛❣ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✇✐t❤ ✉♣✲✉♣✲❞♦✇♥✲❞♦✇♥
s♣✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❊①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ♣❡r♦✈s❦✐t❡✲t②♣❡ r❛r❡ ❡❛rt❤ ♠❛♥❣❛♥✐t❡s ❘▼♥❖3 ✭❘❂❍♦✱ ❊r✱
❚♠✱ ❨❜ ❛♥❞ ▲✉✮❬✸✽✱ ✸✾❪✳ ❙♦♠❡t✐♠❡s✱ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝✐t② ❞✉❡ t♦ ❡①❝❤❛♥❣❡ str✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡
r❡❛❧✐③❡❞ ✐♥ ♠✐①❡❞✲✈❛❧❡♥❝❡ ♠❛♥❣❛♥❡s❡ ♦①✐❞❡ ❢❛♠✐❧②✱ s✉❝❤ ❛s ❘▼♥2❖5✭❘❂❨✱ ❚❜✱ ❍♦✱ ❊r ❛♥❞
❚♠✮❬✹✵✱ ✹✶✱ ✹✸✱ ✹✷❪✳ ▼❛❣♥❡t✐❝❛❧❧② ✐♥❞✉❝❡❞ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ str✐❝t✐♦♥
♠♦❞❡❧ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♦rt❤♦❢❡rr✐t❡s ✇✐t❤ ❞✐st♦rt❡❞ ♣❡r♦✈s❦✐t❡ str✉❝t✉r❡✱
❘❋❡❖3✭❘❂●❞✱ ❚❜ ❛♥❞ ❉②✮✳❬✹✻✱ ✹✹✱ ✹✺❪ ■♥ t❤❡s❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❘ ✹❢ ❛♥❞ ❋❡ ✸❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ♣❧❛②s ❛ ❝r✉❝✐❛❧ r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝✐t②✳ ❚❤❡ ✉♣✲✉♣✲❞♦✇♥✲❞♦✇♥
s♣✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ■s✐♥❣ s♣✐♥ ❝❤❛✐♥s ✐♥ ❈❛3❈♦2−x▼♥x❖6✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✲❛①✐s✳ ❬✹✼❪ ❆s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✷ ✭❝✮✱ s♣✐♥✲❞r✐✈❡♥
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✷✿ ❚❤r❡❡ ♠❛❥♦r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝✐t② ♦❢ s♣✐♥ ♦r✐❣✐♥✿ ✭❛✮✕✭❝✮ ❡①❝❤❛♥❣❡✲
str✐❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ s♣✐♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥❀ ✭❞✮✕✭❢ ✮ s♣✐♥✲❝✉rr❡♥t
♠♦❞❡❧ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ s♣✐♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦r ✐♥✈❡rs❡ ❉▼ ♠♦❞❡❧❀ ❛♥❞
✭❣✮✕✭✐✮ s♣✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣✕❞ ❤②❜r✐❞✐③❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈✐st✐❝ ❙❖❈✳❬✸✶❪
❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ♦♥ t❤✐s ❝r②st❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ✇✐t❤ s♣✐♥✲P❡✐❡r❧s tr❛♥s✐t✐♦♥✳
❙♣✐♥ ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧
❙♣✐r❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✸✱ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❢r✉str❛✲
t✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❛♥❞ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡s✳ ❚❤❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
✐♥ t❤✐s s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡rst♦♦❞ ✐♥ t❤❡ s♣✐♥✲❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧✳❬✹✽✱ ✹✾✱ ✺✵❪ ■♥ t❤❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝
❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ s♣✐♥ ❝✉rr❡♥t ✐s ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s ✢♦✇✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❛♥t❡❞ s♣✐♥ s✐t❡s
si ❛♥❞ sj✭✇✐t❤ ❡ij ❜❡✐♥❣ ❛♥ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ s✐t❡s ✮✱❬✸✶❪ ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠s ❡✛❡❝t✐✈❡
❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ✐♥❞✉❝❡s t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ P ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ s♣✐♥✲♦r❜✐t ❝♦✉♣❧✐♥❣
✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✷ ✭❢✮✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ str✐❝t✐♦♥ ♣❧❛②s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ♦❢t❡♥ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❉③②❛❧♦s❤✐♥s❦✐✐✲▼♦r✐②❛ ✭❉▼✮
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❡❞✐❛t❡❞ ❧✐❣❛♥❞ ❛t♦♠ ❝❛♥ ❞✐s♣❧❛❝❡ s♦ ❛s t♦ ❢❛✈♦r t❤❡ ❉▼ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✷ ✭❡✮✳ ❚❤❡ s♣✐♥✲❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ✐♥ r❡❝❡♥t ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥
♦❢ ♥❡✇ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❛s tr❛♥s✈❡rs❡ s❝r❡✇ s♣✐♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ✭✜❣✉r❡ ✶✳✶✸✮✱ s✉❝❤ ❛s
❝②❝❧♦✐❞❛❧ ❛♥❞ ❝♦♥✐❝❛❧ s♣✐♥ ♦r❞❡rs✱ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ✐♥❞✉❝❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡
♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❋♦r ❛ ❝②❝❧♦✐❞❛❧ s♣✐♥ ♦r❞❡r t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ s♣✐r❛❧
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ s♣✐r❛❧ ♣❧❛♥❡✳ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ s♣✐♥
❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♣❡r♦✈s❦✐t❡ ♠❛♥❣❛♥✐t❡s ❘▼♥❖3 ✭❘❂❚❜ ❛♥❞ ❉②✮ ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐t ❝②❝❧♦✐❞❛❧ s♣✐♥
♦r❞❡r❬✸✼✱ ✺✶❪✳ ❖t❤❡r ♠❛t❡r✐❛❧s s❤♦✇✐♥❣ ❝♦✉♣❧❡❞ ❝②❝❧♦✐❞❛❧ s♣✐♥ ♦r❞❡r ❛♥❞ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝✐t② ✐♥❝❧✉❞❡
◆✐3❱2❖8✱❬✺✸❪ ♣②r♦①❡♥❡ ◆❛❋❡●❡2❖6 ❬✺✽✱ ✺✾✱ ✻✵✱ ✻✶✱ ✻✷✱ ✻✸✱ ✻✹❪❛♥❞ ▼♥❲❖4❬✺✷❪✳ ❚❤❡② ♣r❡s❡♥t
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✸✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥s ♦❢ t②♣❡s ♦❢ s♣✐r❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦♥ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❛rr❛② ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts✳❬✸✶❪
♠❛❣♥❡t✐❝ ❢r✉str❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ❤❡❧✐♠❛❣♥❡t✐s♠✳ ❆s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❢♦r t❤❡ ♠❛t❡✲
r✐❛❧s ✇✐t❤ ❝②❝❧♦✐❞❛❧ s♣✐♥ ♦r❞❡r✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ t✉♥❡❞ ❜② ❡①t❡r♥❛❧
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚r❛♥s✈❡rs❡ ❝♦♥✐❝❛❧ s♣✐♥ ♦r❞❡r ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞
♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ s♣✐r❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❝②❝❧♦✐❞❛❧ ♦r❞❡r✳ ■♥ t❤✐s s♣✐♥ ♦r❞❡r❡❞ s②st❡♠✱ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠✉❧t✐✲
❢❡rr♦✐❝s ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞✱ ❡①❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❈♦❈r2❖4❬✺✼❪ ❛♥❞ ❇❛2▼❣2❋❡12❖22❬✺✻❪✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣
t❤❛t t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝♦♥✐❝❛❧ ♠❛❣♥❡t ❜✉t tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ ❛ tr❛♥s✈❡rs❡
st❛t❡ ✉♥❞❡r ❛ ❧♦✇ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳
❙♣✐♥ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣✲❞ ❤②❜r✐❞✐③❛t✐♦♥
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✳✶✽✱ ❡①❝❤❛♥❣❡ str✐❝t✐♦♥ ❛♥❞ s♣✐♥ ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② t✇♦
♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ❚❤❡ ❧❛st ♦♥❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s ✐s s♣✐♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣✲❞ ❤②❜r✐❞✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳❬✸✶❪ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧
❝♦♥s✐❞❡rs ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛✐r ♦❢ ▼ ❛♥❞ ❳ s✐t❡s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✭❣✮✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧❧② ♣♦❧❛r ❜♦♥❞
❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ s♣✐♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❤②❜r✐❞✐③❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♦♥s ❞ ♦r❜✐t❛❧
❛♥❞ ❧✐❣❛♥❞ ♣ ♦r❜✐t❛❧✱ st❡♠♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ s♣✐♥✲♦r❜✐t ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜♦♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❲✐t❤✐♥ s♦♠❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ s✉❝❤ ❛s t❤❡
♥♦♥❝❡♥tr♦s②♠♠❡tr✐❝ ❇❛2❈♦●❡2❖7✱❬✺✺❪ t❤✐s r❡s✉❧t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ♣♦✲
❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s s♣✐♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣✲❞ ❤②❜r✐❞✐③❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥
t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❧❛tt✐❝❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡ts✱ s✉❝❤ ❛s ❈✉❋❡❖2✳❬✺✹❪
✶✳✹✳✸ P♦t❡♥t✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①♣❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤✳ ❚❤❡②
❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ s❡♥s♦rs✱ s✇✐t❝❤❡s✱ ♦r ♠❡♠♦r② ❞❡✈✐❝❡s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ♠❛❣♥❡t✐s♠ ❛♥❞ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝✐t②✳
▼❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ ✇❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❢❛❜r✐❝❛t❡
t❤❡ ✏❛❞✈❛♥❝❡❞ ♠❡♠♦r②✑✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡
✉s❡❞ ❛s ❞❛t❛ ❜✐ts s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ ❞❡♥s❡✱ ❢❛st✱ ❛♥❞ ❧❡ss ❡♥❡r❣② ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❞❡✈✐❝❡s✳
❙♦♠❡ ❡✛♦rt ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ t♦✇❛r❞s t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❢♦✉r✲❧♦❣✐❝ st❛t❡s ❝❡❧❧ ✐♥ ✜❣✉r❡
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✹✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❆✉✴▲❇▼❖✭✷ ♥♠✮✴▲❙▼❖ ❥✉♥❝t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜✐❛s ❞✐s♣❧❛②✐♥❣ ❢♦✉r r❡s✐st❛♥❝❡ st❛t❡s ✇❤♦s❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✳ ❬✻✾❪
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✺✿ ▼♦❞❡❧ ♦❢ st♦r❛❣❡ ♠❡❞✐❛ ✇✐t❤ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✇r✐t❡ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ r❡❛❞✳
✶✳✶✹✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠❡ ❢r♦♠ t❤❡ str♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ t❤❡♥ ✇r✐t❡ ♦r r❡❛❞ ❜✐ts ✇✐t❤ ❡✐t❤❡r ❡❧❡❝tr✐❝
♦r ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❜❡❛r✐♥❣ t❤✐s str♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ st♦r❛❣❡
♠❡❞✐❛✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧②✱ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧② st♦r✐♥❣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞ ✇✐❧❧ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣r♦❞✉❝ts ✐♥ ♠✐♥✐❛t✉r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ s❡❡ t❤❡ ❊ ✇r✐t❡ ❛♥❞
❍ r❡❛❞ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✺✳
✶✳✺ P②r♦①❡♥❡s
❈♦♠♣❧❡① ♦①✐❞❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧ ❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛ ❝❧❛ss ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇❤✐❝❤ ❡①✲
❤✐❜✐t str♦♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✱ s♣✐♥✱ ♦r❜✐t❛❧ ❛♥❞ ❧❛tt✐❝❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✳ ❋r♦♠
t❤✐s ✈✐❡✇♣♦✐♥t✱ t❤❡r❡ ❝❛♥ ❛r✐s❡ ❞✐✈❡rs❡✱ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❞ ✉s❡❢✉❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ s✉❝❤ ❛s ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝✲
✐t②✱ ❝♦❧♦ss❛❧ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❛♥❝❡✱ ❛♥❞ ❤❛❧❢✲♠❡t❛❧❧✐❝✐t②✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✳ ❲✐t❤✐♥ ❝♦♠♣❧❡① ♦①✐❞❡s✱
t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✐♦♥✐❝✕❝♦✈❛❧❡♥t ♥❛t✉r❡ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥✲♠❡t❛❧✲♦①②❣❡♥ ❜♦♥❞s r❡s✉❧ts ✐♥ str♦♥❣ ♣♦✲
❧❛r✐③❛❜✐❧✐t② ✭❛ ❞❡s✐r❛❜❧❡ ♣r♦♣❡rt② ✐♥ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝s✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛r❣❡❧② ❧♦❝❛❧✐③❡❞ tr❛♥s✐t✐♦♥✲♠❡t❛❧ ✸❞
❡❧❡❝tr♦♥s ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ t❤❡ str♦♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣❤②s✐❝s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡①♦t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦rs✳
■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ ♣②r♦①❡♥❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❣♦♦❞ ❝❛♥❞✐❞❛t❡s ✐♥
st✉❞②✐♥❣ t❤❡ str♦♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❛♥❞ ✐♥tr✐❣✉✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝
♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ♣②r♦①❡♥❡
❝♦♠♣♦✉♥❞s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡✐r ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ♦✈❡r✈✐❡✇
t❤❡ r❡❝❡♥t ♣r♦❣r❡ss ✐♥ ♣②r♦①❡♥❡s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡✐r ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✻✿ ❆ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ♣②r♦①❡♥❡ str✉❝t✉r❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛ ❛①✐s✳ ▼✷ ❛♥❞ ▼✶
❝❛t✐♦♥ s✐t❡s ❛r❡ ♠❛r❦❡❞✳ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❖ ❛t♦♠s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❛s s♣❤❡r❡s ❛♥❞ ❛r❡ ❧❛❜❡❧❡❞ t♦
✐♥❞✐❝❛t❡ ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡❬✼✸❪✳
✶✳✺✳✶ ❲❤❛t ❛r❡ ♣②r♦①❡♥❡s✿ str✉❝t✉r❛❧ ✈✐❡✇♣♦✐♥t
❚❤❡ t❡r♠ ✏♣②r♦①❡♥❡✑ r❡❢❡rs t♦ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♠✐♥❡r❛❧s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② s✐♥❝❡
t❤❡ ❧❛t❡ ✶✾✻✵✬s ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❝r②st❛❧ ❝❤❡♠✐str② ✐♥ ❣❡♦❧♦❣② ❛♥❞ ♠✐♥❡r❛❧♦❣②✳❬✼✷✱ ✼✸✱ ✼✺❪
❈♦♠♣♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ ♣②r♦①❡♥❡ ❢❛♠✐❧② ❢♦r♠ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❛❜✉♥❞❛♥t ♠✐♥❡r❛❧ s♣❡❝✐❡s ✐♥ t❤❡
❡❛rt❤ ❝r✉st ❛♥❞ ✉♣♣❡r ♠❛♥t❧❡✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❛❧s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❧✉♥❛r✱ ▼❛rt✐❛♥ r♦❝❦s
❛♥❞ ♠❡t❡♦r✐t❡s✱ ❛♥❞ ❤❛✈❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡❡♥ s✉❜❥❡❝t t♦ ❛ ✇❡❛❧t❤ ♦❢ ❞❡t❛✐❧❡❞ st✉❞✐❡s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣
t❤❡✐r str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❝r②st❛❧❧♦✲❝❤❡♠✐str② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❢♦r♠✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❡t❝✳ ✳ ✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡♣♦rts✱ ♠♦st ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ♣②r♦①❡♥❡s ❛r❡ ♥❛t✉r❛❧❧② ♦❝❝✉r✐♥❣ s✐❧✐❝❛t❡✳
■♥ t❤❡ ♣❛st s❡✈❡r❛❧ ❞❡❝❛❞❡s✱ ♠❛♥② ♣②r♦①❡♥❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ♥♦t ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♥❛t✉r❡✱ s✉❝❤ ❛s ♠♦st ❣❡r✲
♠❛♥❛t❡ ♣②r♦①❡♥❡s✱ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ❛♥❞ t❤❡✐r ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡s ✇❡r❡ ✉s✉❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② ①✲r❛② ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✳❬✼✽✱ ✼✾✱ ✽✵✱ ✽✶✱ ✽✷✱ ✽✸✱ ✾✻❪
❲❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ r❡❝❛❧❧ s♦♠❡ ✐❞❡❛❧ ♣②r♦①❡♥❡ t♦♣♦❧♦❣② ♠♦❞❡❧s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ✈❡r② ❤❡❧♣❢✉❧
✐♥ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣②r♦①❡♥❡s✳ ■❞❡❛❧ ♣②r♦①❡♥❡s ❛r❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ str✉❝✲
t✉r❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐❞❡❛❧ ❝❧♦s❡st✲♣❛❝❦❡❞ st❛❝❦✐♥❣ ♦❢ ❖ ❛♥✐♦♥s✳ P②r♦①❡♥❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✇✐t❤ ❝❤❡♠✐❝❛❧
❢♦r♠✉❧❛s ▼✷▼✶❚2❖6 ✭▼✶❂❞✐✲ ♦r tr✐✈❛❧❡♥t tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧✱ ▼✷❂♠♦♥♦✲ ♦r ❞✐✈❛❧❡♥t ♠❡t❛❧✮ ❛r❡
❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ✉♥❞❡r t❤r❡❡ ♠❛✐♥ ❢♦r♠s ✿ ♦rt❤♦♣②r♦①❡♥❡✱ ❤✐❣❤ ❝❧✐♥♦♣②r♦①❡♥❡ ❛♥❞ ❧♦✇ ❝❧✐♥♦♣②✲
r♦①❡♥❡✱ ✇✐t❤ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣s P❜❝❛✱ ❈✷✴❝ ❛♥❞ P✷✶✴❝✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ ✐❞❡❛❧
♣②r♦①❡♥❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡s✱ t②♣✐❝❛❧❧②✱ ▼✷ ❛♥❞ ▼✶ r❡♣r❡s❡♥t ♦❝t❛❤❡❞r❛❧❧② ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞
❚ r❡♣r❡s❡♥ts t❡tr❛❤❡❞r❛❧❧② ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❙✐4+ ❛♥❞ ●❡4+✳ ❚❤❡✐r str✉❝t✉r❡s ❛r❡
❝♦♠♠♦♥❧② ❜✉✐❧t ✉♣ ❜② ❝❤❛✐♥s ♦❢ ❡❞❣❡✲s❤❛r✐♥❣ ▼✶ ❛♥❞ ▼✷ ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✲❛①✐s✱
❧✐♥❦❡❞ ❜② ❝❤❛✐♥s ♦❢ ❚❖x t❡tr❛❤❡❞r❛ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❡✛♦rt ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ r❡✲
❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣②r♦①❡♥❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡✐r str✉❝t✉r❛❧ t♦♣♦❧♦❣② ❬✼✸✱ ✼✺✱ ✼✻✱ ✼✼❪✳ ❚❤❡s❡
❝❤❛✐♥s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② s✐t✐♥❣ ❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡rst✐t✐❛❧ ✈♦✐❞s ❜❡t✇❡❡♥ ❝❧♦s❡st✲♣❛❝❦❡❞
♠♦♥♦❧❛②❡rs ♦❢ ❛♥✐♦♥s ✭♦①②❣❡♥✮ ❛rr❛♥❣❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛ ❛①✐s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❝❛t✐♦♥ s✐t❡s ✐♥ ❛ s♣❡❝✐✜❝
❝❤❛✐♥ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❜② ❛ ❝✲❣❧✐❞❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❜ ❛①✐s✳
❚❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ♥♦♠❡♥❝❧❛t✉r❡ ❢♦r ♦①②❣❡♥ ❛♥✐♦♥s ✐♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ str✉❝t✉r❡s ❤❛s t♦ ❜❡
✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ❜❛s❛❧ ❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r❛ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❢❛❝❡s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ✭✶✵✵✮ ❛❝❝♦r❞✐♥❣
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✼✿ P♦rt✐♦♥s ♦❢ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧ ♣②r♦①❡♥❡ str✉❝t✉r❡s ✈✐❡✇❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛ ❛①✐s t♦
✐❧❧✉str❛t❡ ❝❤❛✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s❬✼✸❪✳
375
395
415
435
455
475
495
515
0.50 0.52 0.54 0.56 0.58 0.60 0.62 0.64 0.66 0.68 0.70 0.72 0.74 0.76 0.78 0.80 0.82 0.84 0.86 0.88 0.90
CaGe
Ca-Si
NaGe
NaSi
LiGe
LiSi
KGe
HomoGe
HomoSi
Li-Si
Na-Si
Ca-Si
Al3+
Ga3+
Cr3+
V3+ Fe3+
Mn3+ Ti3+
Ni2+ Mg
2+
Cu2+
Zn2+
Sc3+
Co2+
Fe2+ Mn2+
Ionic radius
V (Å3)
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✽✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ▼✷▼✶❚2❖6✭❚❂●❡✱❙✐✮ ♣②r♦①❡♥❡s✳
t♦ t❤❡ ❘❡❢✳ ❬✼✸✱ ✼✻✱ ✼✼❪✳ ❚❤❡ t✇♦ ♦①②❣❡♥s t❤❛t ❛r❡ s❤❛r❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r t❡tr❛❤❡❞r❛ ❛t t❤❡ ❝♦r♥❡rs
♦❢ t❤❡ ❜❛s❛❧ ❢❛❝❡ ❛r❡ t❡r♠❡❞ ❛s t❤❡ ❜r✐❞❣✐♥❣ ❖✸ ❛♥✐♦♥✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲❜r✐❞❣✐♥❣ ❜❛s❛❧ ♦①②❣❡♥s ❛r❡
r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❖✷✳ ❚❤❡ ❛♣✐❝❛❧ ♦①②❣❡♥ ✐s ❖✶✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✻✳ ❚❤❡ ❝❤❛✐♥✲❢♦r♠✐♥❣
s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❡❞❣❡✲s❤❛r✐♥❣ ♦❝t❛❤❡❞r❛❧ s✐t❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ▼✶✱ ❛♥❞ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤
♦t❤❡r ❜② t❤❡ ❝✲❣❧✐❞❡ r✉♥♥✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛✐♥✳ ▼✷ ❝❛t✐♦♥s s✐t❡s ❛r❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦
t❤❡ ❦✐♥❦s ♦❢ t❤❡ ▼✶ ❝❤❛✐♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧s♦ ❛❧✐❣♥❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❜② t❤❡ ❝✲❣❧✐❞❡ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t
t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝❤❛✐♥s✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❞❡♥s✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ str✉❝t✉r❡s ♦❢
♣②r♦①❡♥❡s s❤♦✇❡❞ t❤❛t ▼✷ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❢♦✉r✱ ✜✈❡✱ s✐① ♦r ❡✐❣❤t ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✳ ❬✼✹❪
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✾✿ ❚②♣✐❝❛❧ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❝❧✐♥♦♣②r♦①❡♥❡ ✇✐t❤ ❈✷✴❝ s②♠♠❡tr②✳
❆♥♦t❤❡r ❝♦♥❝❡♣t ❢r♦♠ ✐❞❡❛❧ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ ♣②r♦①❡♥❡ ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❡①t❡♥❞❡❞ str✉❝t✉r❡s ✭❊✲
❝❤❛✐♥✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ❝❤❛✐♥s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❊✲❝❤❛✐♥ ♠❛❞❡ ❜② ❚❤♦♠♣✲
s♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✼✳ ❚✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ❝❤❛✐♥
❛♥❞ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ♦❝t❛❤❡❞r❛❧ ❝❤❛✐♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞✿ ■♥ ❙✲r♦t❛t✐♦♥✱ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❙✲❝❤❛✐♥ ✇✐t❤
❖✸✲❖✸✲❖✸ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✷✹✵◦✱ t❡tr❛❤❡❞r❛ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛✐♥ r♦t❛t❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❝❧♦s❡st✲
♣❛❝❦❡❞ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠s✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❖✲r♦t❛t✐♦♥✱ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❖✲❝❤❛✐♥ ✇✐t❤ ❖✸✲❖✸✲❖✸ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✶✷✵◦✱
t❡tr❛❤❡❞r❛ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛✐♥ r♦t❛t❡ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝✉❜✐❝ ❝❧♦s❡st✲♣❛❝❦❡❞ ♦①②❣❡♥ ❛t♦♠s✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡
❥✉st ✐❞❡❛❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ♣②r♦①❡♥❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❛♥❞ s②♥t❤❡t✐❝ ♣②r♦①❡♥❡s ❤❛✈❡
❖✸✲❖✸✲❖✸ ❛♥❣❧❡s ✇❤✐❝❤ ❧✐❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ✐❞❡❛❧ ✈❛❧✉❡s✳
❙✐♥❝❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❝❧✐♥♦♣②r♦①❡♥❡s ✇✐t❤ ❈✷✴❝ ✭❤✐❣❤✮ ❛♥❞ P✷1✴❝ ✭❧♦✇✮ s②♠♠❡✲
tr✐❡s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ ❝♦♠♠♦♥ str✉❝t✉r❛❧ ❢❡❛t✉r❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡s❡ t✇♦ s②♠♠❡tr✐❡s ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♣②r♦①❡♥❡s✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❣✐✈❡ r❡❧❡✈❛♥t ❡①❛♠♣❧❡s✳ ●❡♥❡r❛❧❧② s♣❡❛❦✲
✐♥❣✱ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ♣②r♦①❡♥❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ✐♥t♦ s✐① ❣r♦✉♣s✿ ▲✐✲❜❛s❡❞ s✐❧✐❝❛t❡✱
▲✐✲❜❛s❡❞ ❣❡r♠❛♥❛t❡✱ ◆❛✲❜❛s❡❞ s✐❧✐❝❛t❡✱ ◆❛✲❜❛s❡❞ ❣❡r♠❛♥❛t❡✱ ❈❛✲❜❛s❡❞ s✐❧✐❝❛t❡✱ ❛♥❞ ❈❛✲❜❛s❡❞
❣❡r♠❛♥❛t❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐❡s ♦❢ ▼✷ ❝❛t✐♦♥ ✭❛❧❦❛❧✐✲❜❛s❡❞ ♦r ❛❧❦❛❧✐♥❡✲❜❛s❡❞✮ ❛♥❞ ✐❢ ✐t ✐s
s✐❧✐❝❛t❡ ♦r ❣❡r♠❛♥❛t❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ▼✶ ✐♦♥✐❝ r❛❞✐✉s
❢♦r ❡❛❝❤ ♣②r♦①❡♥❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✽✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦✉♥❞
❝♦♥❝♦r❞❛♥t❧② r❛✐s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♦♥✐❝ r❛❞✐✉s✳ ■♥ t❤❡ ♣②r♦①❡♥❡s ✇✐t❤ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣ ❈✷✴❝
✭❛s s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✶✾✮✱ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ❝❤❛✐♥s ❡✐t❤❡r ❛❧❧ ❤❛✈❡ ❖✲r♦t❛t✐♦♥ ♦r ❛❧❧ ❙✲r♦t❛t✐♦♥ ❜✉t
❝❛♥♥♦t ❤♦❧❞ ❜♦t❤✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤✐s ❝❧✐♥♦♣②r♦①❡♥❡ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ❝❤❛✐♥s ❛❜♦✈❡ ❛♥❞
❜❡❧♦✇ t❤❡ ♦❝t❛❤❡❞r❛❧ ❝❤❛✐♥s ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳ ▼❛♥② ♣②r♦①❡♥❡s ❝r②st❛❧❧✐③❡ ✇✐t❤
❈✷✴❝ s②♠♠❡tr②✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♠♦st ❈❛✲❜❛s❡❞ ♣②r♦①❡♥❡s✱ ❛♥❞ ❛❧♠♦st ❤❛❧❢ ♦❢ ▲✐✲ ❛♥❞ ◆❛✲❜❛s❡❞
♣②r♦①❡♥❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤✐s ❣r♦✉♣✳ ❈♦♠♣♦✉♥❞s ❝r②st❛❧❧✐③✐♥❣ ✐♥ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣ P✷1✴❝ ❤❛✈❡ t❤❡ ❛♥❛❧✲
♦❣♦✉s ♦❝t❛❤❡❞r❛❧ st❛❝❦✐♥❣ st②❧❡ ❛s ✐♥ t❤❡ ❈✷✴❝ ♣②r♦①❡♥❡s✱ ❜✉t t❤❡② ❤❛✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
✐♥ t❤❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❡tr❛❤❡❞r❛✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦❢♦❧❞ s②♠♠❡tr② ❛①❡s ✐♥ P✷1✴❝
str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ t✇♦ t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ❝❤❛✐♥s ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ ❛ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❝❤❛✐♥s ❛r❡ s②♠✲
♠❡tr✐❝❛❧❧② ♥♦♥❡q✉✐✈❛❧❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t r♦t❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✳ P②r♦①❡♥❡s ✇✐t❤ P✷1✴❝
str✉❝t✉r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛✈❡ ❜♦t❤ ❙✲❝❤❛✐♥s ❛♥❞ ❖✲❝❤❛✐♥s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡✶✳✷✵✱
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Chapter 1: Introduction
❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✵✿ ❈r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❝❧✐♥♦♣②r♦①❡♥❡ ❈❛❈✉●❡2❖6 ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ P✷1✴❝ s②♠♠❡tr②✳
❈❛❈✉●❡❖6 ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤✐s ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❖t❤❡r ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✇✐t❤ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ s②♠♠❡tr② ❛r❡
▲✐❈r❙✐✴●❡2❖6✱ ▲✐❱●❡2❖6❬✾✼❪✱ ▲✐❋❡●❡2❖6✱ ❛♥❞ ◆❛❈r❙✐2❖6✱ ❛s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✶✳✹✳
✶✳✺✳✷ ◆♦♥tr✐✈✐❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s
■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ ♣②r♦①❡♥❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛ttr❛❝t❡❞ r❡✈✐t❛❧✐③❡❞ ✐♥t❡r❡st ❢r♦♠
❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✈✐❡✇♣♦✐♥t ❜❡❝❛✉s❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t♦ ♣r❡s❡♥t ✐♥tr✐❣✉✐♥❣ q✉❛s✐✲♦♥❡✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭◗✶❉✮ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s❬✺✽✱ ✺✾✱ ✽✽❪ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝
❡✛❡❝t✳ ❚❤❡s❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♠❛✐♥❧② ❛s❝r✐❜❡ ❢r♦♠ t❤❡✐r ✉♥✐q✉❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ❆s ✇❡
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡✐r str✉❝t✉r❡s ❝♦♥s✐st ♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❝❤❛✐♥s ♦❢ ❡❞❣❡✲s❤❛r✐♥❣ ▼✶❖6 ♦❝t❛❤❡❞r❛✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦r♥❡r✲s❤❛r✐♥❣ t❡tr❛❤❡❞r❛✳ ❆s ❛
r❡s✉❧t✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❝❤❛✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ♠✉❝❤ ✇❡❛❦❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥tr❛❝❤❛✐♥
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ ❛ t②♣✐❝❛❧ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ③✐❣③❛❣ ❝❤❛✐♥s ♦❢ ▼✶❖6
♦❝t❛❤❡❞r❛✱ t❤❡ ❡❞❣❡✲s❤❛r✐♥❣ ♦❝t❛❤❡❞r❛ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✾✵◦ ▼✶✲❖✶✲▼✶ ♣❛t❤✇❛② ❢♦r s✉♣❡r❡①❝❤❛♥❣❡
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✶✳ ▼♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥ ♣②r♦①❡♥❡s
❝❛♥ ❜❡ t✉♥❡❞ ❜② ❡✐t❤❡r t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ♦♥ t❤❡ ▼✶ s✐t❡ ♦r ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
▼✷ s✐t❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✲♦r❜✐t❛❧ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛♥s✐t✐♦♥
♠❡t❛❧ ❝❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ▼✶ s✐t❡ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❡①tr❡♠❡❧② r✐❝❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s
❝❤❡♠✐❝❛❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ▼✷ s✐t❡ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥
❛✛❡❝ts t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ t❤✐s str♦♥❣❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ s②st❡♠✳❬✶✶✵❪
❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ✐♥ ♣②r♦①❡♥❡s ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧ ▼✶ ❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛
✈❛❧✉❡ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐♦♥✐❝ st❛t❡ ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❚✐3+ ♦r ❈✉2+ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❙❂1
2
✱ ❱3+♦r
◆✐2+ t♦ ❙❂✶✱ ❈r3+ ♦r ❈♦2+ t♦ ❙❂3
2
✱ ▼♥3+ ♦r ❋❡2+ t♦ ❙❂✷✱ ❋❡3+♦r ▼♥2+t♦ ❙❂5
2
✮✳ ❙tr❡❧ts♦✈
❛♥❞ ❑❤♦♠s❦✐✐❬✽✾❪ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝✲
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✶✿ ▲❡❢t✿ ❆ ❢r❛❣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ▼✶❖6
❝❤❛✐♥✳ ❘✐❣❤t✿ ❚r✐❛♥❣✉❧❛r❧✐❦❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ▼✶ ♥❡t✇♦r❦ ✐♥ ♣②r♦①❡♥❡s✳
tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ▲✐✲ ❛♥❞ ◆❛✲❜❛s❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣②r♦①❡♥❡s ❜② ♦♥❧②
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥tr❛❝❤❛✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ✾✵◦ ❜♦♥❞s✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ s❤♦✇s t❤❛t t✇♦ ❛s♣❡❝ts
❛r❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② s✐❣♥✐✜❝❛♥t✳ ❋✐rst✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡
s✉♣❡r❡①❝❤❛♥❣❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦t ❡①❛❝t ✾✵◦ ▼✶✲❖✶✲▼✶ ❜♦♥❞ ✐♥ t❤❡ ❝❤❛✐♥✳ ❙❡❝♦♥❞✱ t✇♦ s✉♣❡r✲
s✉♣❡r✲❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ❡✈❡r② ▼✶ ❝❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤
t✇♦ ▼✶ ✐♦♥s ✐♥ ♥❡✐❣❤❜♦✉r✐♥❣ ❝❤❛✐♥ ✈✐❛ t❤❡ ❖ ❛♥✐♦♥s ♦❢ ❚❖4 t❡tr❛❤❡❞r❛✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐s tr✐❛♥❣✉❧❛r❧✐❦❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✶✳✷✶✱ ✇❤✐❝❤
♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❢r✉str❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❡①♦t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s
s✉❝❤ ❛s ♦r❜✐t✲♦r❞❡r✐♥❣ ✐♥ ◆❛▼♥●❡2❖6❬✽✹❪✱ s♣✐♥ s✐♥❣❧❡t ❣r♦✉♥❞ st❛t❡❬✶✷✱ ✶✵✵✱ ✶✵✶❪✱ s♣✐♥✲P❡✐❡r❧s
tr❛♥s✐t✐♦♥❬✶✵✷✱ ✶✵✸✱ ✶✵✹✱ ✶✵✺❪ ❛♥❞ ❍❛❧❞❛♥❡ ❝❤❛✐♥s❬✶✶✱ ✶✵✻✱ ✶✵✼✱ ✶✵✽✱ ✶✵✾❪✳
❇♦t❤ t❤❡s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♠❛❦❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♣②r♦①❡♥❡s ♥♦♥tr✐✈✐❛❧✳ ❆s s❤♦✇♥
✐♥ t❛❜❧❡ ✶✳✹✱ ♠♦st ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣②r♦①❡♥❡s s❤♦✇ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ♣②r♦①❡♥❡s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥s✉❧❛t♦rs ✭◆❛❈r●❡2❖6✮❬✾✵❪✱ ✇❤❡r❡❛s
s♦♠❡ ♠❛❣♥❡ts ❡①❤✐❜✐t ❛ t②♣✐❝❛❧ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s❤♦✇✐♥❣ ❛ ❧♦♥❣
r❛♥❣❡ ♦r❞❡r✐♥❣ s✉❝❤ ❛s ◆❛❚✐❙✐2❖6 ❛♥❞ ❈❛❈✉●❡2❖6 ♣②r♦①❡♥❡s ✇✐t❤ s♣✐♥ ❙❂12 ✳
■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ q✉❛♥t✉♠ ❡✛❡❝ts ♦♥ s♣✐♥ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♣✐♥✲❧❛tt✐❝❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡
♠♦r❡ ❡✈✐❞❡♥t ✐♥ ✶❉ ❝❤❛✐♥ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❙❂1
2
✳ ❙♦♠❡ q✉❛♥t✉♠ s♣✐♥ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ♦❢ ✐♥t❡r❡st s✉❝❤
❛s s♣✐♥✲❞✐♠❡r✱ s♣✐♥✲P❡✐❡r❧s ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ ❛ ❍❛❧❞❛♥❡ st❛t❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥
◗✶❉ ♣②r♦①❡♥❡ ♠❛❣♥❡ts✳ ❲❡ ✜rst s❡❡ t❤❡ ◗✶❉ ♠❛❣♥❡t✐s♠ ✐♥ ▲✐✲ ♦r ◆❛✲❜❛s❡❞ ♣②r♦①❡♥❡s✱ t❤❡♥
s❡r✐❡s ♦❢ ❈❛✲❜❛s❡❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞✳
❆s ❛ s♣✐♥✲❤❛❧❢ s②st❡♠✱ ◆❛❚✐❙✐2❖6 ❤❛s ❛ttr❛❝t❡❞ ❛ ❤✉❣❡ ✐♥t❡r❡st ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts s♣✐♥✲P❡✐❡r❧s✲
❧✐❦❡ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛t ✷✶✵❑❬✶✵✷❪✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ①✲r❛② ❛♥❞
♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❬✶✵✷✱ ✶✵✸❪ s❤♦✇ t❤❛t ◆❛❚✐❙✐✷❖✻ ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛ s♣✐♥✲P❡✐❡r❧s tr❛♥s✐t✐♦♥
❛t ✷✶✵❑✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧t❡r♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚✐✲❚✐ ❞✐st❛♥❝❡ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ❝❤❛✐♥ ♦❢ ❡❞❣❡✲s❤❛r✐♥❣ ❚✐❖6 ♦❝t❛❤❡❞r❛✳ ▲❛t❡r ♦♥✱ t❤❡ ❘❛♠❛♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❬✶✵✹❪ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤✐s tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛♥ ♦r❜✐t❛❧ ❛♥❛❧♦❣✉❡
♦❢ t❤❡ s♣✐♥✲P❡✐❡r❧s tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❏❛❤♥✲❚❡❧❧❡r ♣❤❛s❡
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Chapter 1: Introduction
❡①❤✐❜✐ts ❛ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ s②♠♠❡tr② ✐♥t♦ ❛ ❞✐♠❡r✐③❡❞✱ ❏❚ ❞✐st♦rt❡❞✱
♦r❜✐t❛❧ ♦r❞❡r❡❞ st❛t❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s♣✐♥ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜♦♥❞s✳ ❆♣❛rt ❢r♦♠ t❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱
❛ ♥❡✇ ❛r❣✉♠❡♥t ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s♣✐♥ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❣r❛❞✐❡♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s❬✶✵✺❪✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❙❂✶ ❝❤❛✐♥s✱ ♥❛♠❡❧② ❍❛❧❞❛♥❡ st❛t❡✳ ❚❤✉s✱ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝
♣r♦♣❡rt✐❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞✱ ✐✳❡✳ ◆❛❚✐❙✐2❖6 ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ s♣✐♥✲❞✐♠❡r ❝♦♠♣♦✉♥❞ ♦r ❛s ❛
♥❡t ♦❢ ❍❛❧❞❛♥❡ ❝❤❛✐♥s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♦♥✲s✐t❡ ❍✉❜❜❛r❞ r❡♣✉❧s✐♦♥✳ ▲✐❚✐❙✐2❖6
✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ✉♥❞❡r❣♦ t❤❡ s♣✐♥✲P❡✐❡r❧s tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛t ✷✸✵❑✳❬✶✵✷❪ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡s❡ ❤❛❧❢✲✐♥t❡❣❡r
s♣✐♥ ❝❤❛✐♥ s②st❡♠s✱ ❱✲❜❡❛r✐♥❣ ♣②r♦①❡♥❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛s ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ✶❉ ❍❛❧❞❛♥❡
❝❤❛✐♥ s②st❡♠ ✇✐t❤ ✐♥t❡❣❡r s♣✐♥ ❙❂✶✳❬✶✶✱ ✶✵✼✱ ✶✵✻✱ ✶✵✽❪ ❚❤❡✐r ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❝✉r✈❡s
❛❧❧ ❡①❤✐❜✐t ❛ ❇♦♥♥❡r✲❋✐s❤❡r✲❧✐❦❡ ❜r♦❛❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❛t ✷✸✵❑✱ ❢❛r ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ♦r❞❡r✐♥❣
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ◗✶❉ ♠❛❣♥❡t✐s♠✳❬✾✽❪ ▼♦r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❢♦r ❈r✲❜❡❛r✐♥❣ ♣②r♦①❡♥❡s ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❆❋▼ ❢♦r ▲✐❈r✭❙✐✱ ●❡✮2❖6
t♦ ✉♥✉s✉❛❧ ❋▼ ♦r❞❡r❡❞ ◆❛❈r●❡2❖6 ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❋▼ t2g✲❡g ❛♥❞ ❆❋▼
t2g✲t2g s✉♣❡r❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❬✾✵✱ ✾✶✱ ✾✸❪ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s♣✐♥✲✢✐♣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❣r♦✉♥❞
st❛t❡ ❆❋▼ t♦ ❋▼ st❛t❡ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ◆❛❈r❙✐2❖6✳ ❚❤✐s s♣✐♥✲✢✐♣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇❛s ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞
✐♥ ◆❛▼♥●❡2❖6✱ ❛ ❤✐❣❤✲♣r❡ss✉r❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ♣②r♦①❡♥❡ ✇✐t❤ str♦♥❣ ❏❛❤♥✲❚❡❧❧❡r ❞✐st♦rt✐♦♥✱ ✐♥
✇❤✐❝❤ s♣✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✉♣✲✉♣✲❞♦✇♥✲❞♦✇♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝ ❛①✐s ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈✐❛ ♥❡✉tr♦♥
❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳❬✽✸✱ ✽✹❪
■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ r❡♥❡✇❡❞ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ♣②r♦①❡♥❡s ♣r✐♠❡❧② ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ r❡❝❡♥t ❞✐s❝♦✈❡r② ❢♦r ✇❤✐❝❤
♣②r♦①❡♥❡s ✇❛s s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ❛ ♥❡✇ ❝❧❛ss ♦❢ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s ✐♥ ✷✵✵✼ ❜② ❙✳ ❏♦❞❧❛✉❦ ❡t ❛❧✳❬✽✽❪✳ ❚❤❡②
s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ◆❛❋❡❙✐2❖6 ❜❡❝♦♠❡s ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ♦r❞❡r ✐♥ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ st❛t❡
❜❡❧♦✇ ✻❑✱ ✇❤✐❧❡ ♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧② ❞r✐✈❡♥ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❡♠❡r❣❡s ✐♥ ▲✐❋❡❙✐2❖6 ❛♥❞ ▲✐❈r❙✐2❖6 ✉♥✲
❞❡r ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ❛t ✶✽ ❑ ❛♥❞ ✶✶ ❑✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡② ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❛t t❤❡ ◗✶❉
s♣✐♥ ❝❤❛✐♥ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧ ❝❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
✐♥tr❛❝❤❛✐♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❝❤❛✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ ♣♦ss✐❜❧❡ s♣✐r❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ s♣✐♥ ♦r❞❡r✐♥❣✳
❚❤✐s t❡♥t❛t✐✈❡ ✐♥❝♦♠♠❡♥s✉r❛t❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♠❛② ❜❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s✳ ❚❤❡②
s✉❣❣❡st❡❞ ✜♥❛❧❧② t❤❛t ♦t❤❡r ♣②r♦①❡♥❡s ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✉❜s❡q✉❡♥t ♥❡✉tr♦♥
❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts r❡✈❡❛❧❬✻✵✱ ✽✵✱ ✾✾❪ t❤❛t ♦♥❧② ◆❛❋❡❙✐2❖6 ❤❛s
❛ s♣✐r❛❧ s♣✐♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ♦r❞❡r✱ ✇❤✐❧❡ ▲✐❋❡❙✐2❖6 ❛♥❞ ▲✐❈r❙✐2❖6 ❛r❡
❝♦♥✜r♠❡❞ t♦ ❜❡ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s✳❬✾✹✱ ✾✺❪ ❙✐♥❝❡ ✷✵✵✼✱ ♠♦r❡ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡✲
r✐❛❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ◆❡♥❡rt ❡t ❛❧✳ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ♠❛❣♥❡t✐❝ s②♠♠❡tr✐❡s ❢♦r
▲✐❈r●❡2❖6❬✾✺❪ ❛♥❞ ◆❛❈r❙✐2❖6 ❬✾✷❪✇❡r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s P✷✬1/c ❛♥❞ ❈✲✶✬✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❜♦t❤
♦❢ t❤❡♠ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❧✐♥❡❛r ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t✳ ▼✉❧t✐❢❡rr♦✐❝ ♣r♦♣❡rt② ✇❛s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♦t❤❡r
❋❡✲❜❡❛r✐♥❣ ♣②r♦①❡♥❡ ◆❛❋❡●❡2❖6❬✺✾❪✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ♦r❞❡r ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡❧♦✇ ✶✶✳✽❑✱
s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ ❤❡❧✐❝❛❧ s♣✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✐♥ ◆❛❋❡●❡2❖6✳❬✻✶✱ ✻✷❪ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐♥ t❤✐s ✈❡rs❛t✐❧❡
▲✐✲ ♦r ◆❛✲❜❛s❡❞ ♣②r♦①❡♥❡ ❢❛♠✐❧②✱ ♦♥❧② ◆❛❋❡❙✐2❖6 ❛♥❞ ◆❛❋❡●❡2❖6 ❛r❡ ❞❡✜♥✐t❡❧② ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s✳
❘❡❝❡♥t st✉❞✐❡s ♦❢ ♣②r♦①❡♥❡s ✉s✉❛❧❧② ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ▲✐✲❛♥❞ ◆❛✲❜❛s❡❞ ♣②✲
r♦①❡♥❡s✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❧❡ss ❛tt❡♥t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛✐❞ t♦ ❈❛✲❜❛s❡❞ ♣②r♦①❡♥❡s✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤❡ ❈❛✲❜❛s❡❞
❝♦♣♣❡r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♣②r♦①❡♥❡s ❛r❡ ♦❢ ❢♦r❡♠♦st ✐♥t❡r❡st ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♣✐♥✲1
2
♦❢ ❈✉2+❝❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤
❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡❞ q✉❛♥t✉♠ ❡✛❡❝ts✳ ❙❛s❛❣♦ ❡t ❛❧✳❬✶✷❪ ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
44
Chapter 1: Introduction
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❈❛❈✉●❡2❖6✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② s❤♦✇s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s♣✐♥✲s✐♥❣❧❡t
❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❛♥❞ ❛ ✜♥✐t❡ ❡♥❡r❣② ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❛♥❞ ❡①❝✐t❡❞ st❛t❡s✳ ❚❤❡♥
❩❤❡❧✉❞❡✈ ❡t ❛❧✳ ❬✶✷❪❢♦✉♥❞ t❤❛t ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ❈❛❈✉●❡2❖6 ❤❛s ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t
♦❢ ❈✉❖6 ♦❝t❛❤❡❞r❛✱ ✐♥❡❧❛st✐❝ ♥❡✉tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ r❡s✉❧ts s✉♣♣♦rt t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣✐❝t✉r❡ t❤❛t t❤❡
❞✐♠❡r✐③❡❞ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ✇❡❛❦ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣
❝❤❛✐♥s✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❢♦r♠✐♥❣ ♦❢ ❈✉2+ ♣❛✐rs ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❤❛✐♥✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ t❤❡
❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ str✉❝t✉r❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ q✉❛♥t✉♠ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❜② ❱❛❧♥❡t✐ ❡t ❛❧✳
❬✶✵✶❪r❡✈❡❛❧ t❤❛t t❤❡ s♣✐♥✲s✐♥❣❧❡t ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ❈❛❈✉●❡2❖6 ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤✐r❞ ♥❡❛r❡st✲♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣
❈✉2+♣❛✐rs✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❜♦t❤ ◆❛❚✐❙✐2❖6 ❛♥❞ ❈❛❈✉●❡2❖6 ❤❛✈❡ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡
✇✐t❤ s♣✐♥ ❣❛♣✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ st❛t❡ ✐s t♦t❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✿ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ ✐♥t❡r❝❤❛✐♥ ❞✐♠❡rs ✐♥ ❈❛❈✉●❡2❖6 ❧❡❛❞s t♦ s♣✐♥✲s✐♥❣❧❡t st❛t❡✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s♣✐♥✲P❡✐❡r❧s tr❛♥✲
s✐t✐♦♥ ✐♥ ◆❛❚✐❙✐2❖6 ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥tr❛❝❤❛✐♥ ❞✐♠❡r✐③❛t✐♦♥✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡ r❡♣♦rt❡❞ ❈❛✲❜❛s❡❞
♣②r♦①❡♥❡s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥t♦ t❛❜❧❡ ✶✳✹✱ ✐t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t ♠♦st ♦❢ t❤❡♠ ❤❛✈❡ s❛♠❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
s②♠♠❡tr② ✭❈✷✬✴❝✬✮ ❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6 ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ❆❋▼ ❝❤❛✐♥s
❝♦✉♣❧❡❞ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧②❬✼✽✱ ✽✺✱ ✽✻✱ ✽✼✱ ✶✶✶❪✳
✶✳✺✳✸ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♦✉t❧✐♥❡
❙♦ ❢❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ✈❡r② ❜r✐❡❢ s✉r✈❡② ♦❢ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❝r②st❛❧❧✐♥❡
♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ❢♦r ✐♥t❡r♣r❡t✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t
t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚♦ ❜✉✐❧❞ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡
◆❡✉♠❛♥♥✬s ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❞❡❞✉❝❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❤♦✇ t♦ ❛♣♣❧② t❤✐s r✉❧❡ t♦ ♣r❡❞✐❝t ❛♥❞
r❡✈❡❛❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♦♥ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛❧
♣②r♦①❡♥❡ t♦♣♦❧♦❣② ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❛♥❞ s②♥t❤❡t✐❝ ♣②r♦①❡♥❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞✱
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❤✐❣❤❧✐❣❤ts ✇❡r❡ ❣✐✈❡♥ ♦♥ ◗✶❉ ❛♥❞ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥ t❤❡ r❡❣❛r❞s✱ t❤❡
♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳
P②r♦①❡♥❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❡①❤✐❜✐t ❞✐✈❡rs❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛
♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ s②st❡♠✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ tr✐✈❛❧❡♥t tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧ ❜❡❛r✐♥❣ ♣②r♦①❡♥❡s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✱ ❧❡ss ❛tt❡♥t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛✐❞ t♦ ❞✐✈❛❧❡♥t ❜❡❛r✐♥❣
♠❛❣♥❡t✐❝ ♣②r♦①❡♥❡s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ♣②r♦①❡♥❡s ❝❛♥ ❜❡ t✉♥❡❞ ❜② ❡✐t❤❡r
t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ♦❝❝✉♣❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ▼✶ s✐t❡ ♦r ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♥♦♥♠❛❣♥❡t✐❝ ▼✷ ♦r ❚
s✐t❡s✳ ❲❡ ❛✐♠ t♦ st✉❞② t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❜✐t❛❧ ♦❝❝✉♣❛♥❝✐❡s ❛♥❞ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ●❡ ❜②
❙✐ ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ❈❛✲❜❡❛r✐♥❣ ♣②r♦①❡♥❡s✳ ❚❤❡ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s ✐s
❛❧s♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❛s❦s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ s②♥t❤❡s✐s ❛♥❞ st✉❞② ♦❢ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ ♦t❤❡r ♥❡✇ ♣②r♦①❡♥❡ ❢❛♠✐❧② ✐s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ st✉❞✐❡s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ♣②r♦①❡♥❡s ✇❤✐❝❤ ❞✐s♣❧❛② str♦♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧✱ ♠❛✐♥❧② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠❛✲
t❡r✐❛❧s s②♥t❤❡s✐s✱ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❞❡t❡❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❜✉❧❦ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤✉s✱ ❈❤❛♣✲
t❡r ✷ ❝♦✈❡rs ❛❧❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❍✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
♠❡t❤♦❞ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❛♥ ✐♥✈❛❧✉❛❜❧❡ s②♥t❤❡s✐s ✇❛② ✐♥ ❡①♣❧♦r✐♥❣ ♥❡✇ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥✲
♥♦t ❜❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛♠❜✐❡♥t ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ◆❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✐s ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝
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♣r♦❜❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❖ ❛t♦♠✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ✐t ❝❛♥
❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✉tr♦♥
❛♥❞ ①✲r❛② ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡s ✐♥
s♦♠❡ ❞❡t❛✐❧✳ ❚❤❡s❡ r❡s♣❡❝ts ✜❧❧ ✉♣ ♠♦st ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠♦t✐✲
✈❛t✐♦♥s✱ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♥❡✇ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❦♥♦✇♥ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✱
t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ str❛t❡❣② ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❢♦r s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ✐♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣t❡rs ✭❈❤❛♣t❡r ✹✲✽✮✳
✶✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❈❛❈✉●❡2❖6 ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❤❛s ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡❧②✱ t❤❡ ✐s♦str✉❝t✉r❛❧
❈❛❈✉❙✐2❖6 ❤❛s ♥♦t ②❡t ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r st✉❞② ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❈✉✲❜❡❛r✐♥❣
❝❧✐♥♦♣②r♦①❡♥❡ s✐❧✐❝❛t❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳
✷✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ❈❛✲❜❛s❡❞ ♣②r♦①❡♥❡s s❤♦✇ str♦♥❣ ❋▼ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ▼ ❝❤❛✐♥s ✇❤✐❝❤
❞♦♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❆❋▼ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❤❛✐♥s ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢
❈❛▼♥●❡2❖6 ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ❆❋▼ ❝❤❛✐♥s ❝♦✉♣❧❡❞ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧②✳ ■t s❡❡♠s t❤❛t ▼♥2+✲
❜❡❛r✐♥❣ ♣②r♦①❡♥❡ ✐s q✉✐t❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤✐s ❝♦♠♠❡♥s✉r❛t❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡
❛❧❧♦✇s ❢♦r ❧✐♥❡❛r ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t✳ ❈❤❛♣t❡r ✺ s❤♦✇s ♦✉r ❡①t❡♥s✐✈❡ st✉❞✐❡s ♦❢ t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t♦✲❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ❈❛▼♥●❡2❖6✳
✸✳ ❘❡❢❡r t♦ t❤❡ t❛❜❧❡ ✶✳✹✱ t❤❡r❡ ✐s t♦ ❞❛t❡ ♥♦ r❡♣♦rt ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❈❛▼♥❙✐2❖6✳ ❆s ❛♥ ✐s♦str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♠♣♦✉♥❞ t♦ ❈❛▼♥●❡2❖6, s♦♠❡ ✐♥t❡r✲
❡st✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ●❡ ❜② ❙✐ ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❲❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣
t♦ s❤♦✇ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s②♥t❤❡s✐s ✉♥❞❡r ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞
♠❛❣♥❡t♦✲❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ t❤✐s ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻✳
✹✳ ❆ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ❡①tr❡♠❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t s♣✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦
❡①❤✐❜✐t ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❢✉rt❤❡r ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
❲❡ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❈♦✴▼♥ s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❜❡t✇❡❡♥
❋▼ ❛♥❞ ❆❋▼ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❤❛✐♥s✳ ❈❤❛♣t❡r ✼ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s❛❝❝r♦ss t❤✐s s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ✜♥❛❧❧② ❞r❛✇♥✳
✺✳ ❈❤❛♣t❡r ✽ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❛ ♥❡✇ ♣②r♦①❡♥❡ ❢❛♠✐❧② ❙r▼●❡2❖6 ✇❤❡r❡ ▼❂❈♦✱ ▼♥✳ ❲❡
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡✱ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t♦✲❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ t❤✐s ♥❡✇ ❢❛♠✐❧②✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡✐r str✉❝t✉r❡s t♦ t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡✐r ❈❛✲❜❛s❡❞ ❛♥❛❧♦❣✉❡s
❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❣❛✐♥ ❢✉rt❤❡r ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡✲♣r♦♣❡rt② r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ✐♥ ♣②r♦①❡♥❡s
❜② ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ▼✷ s✐t❡✳
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❈❤❛♣t❡r ✷
❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞s
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❣✐✈❡s ❛ ❜r✐❡❢ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❡t❤♦❞s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ t♦
s②♥t❤❡s✐③❡ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ s❛♠♣❧❡s✳ ❋✐rst ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜❛s✐❝ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s
♠❡t❤♦❞s✱ ♠♦r❡ ❛tt❡♥t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ♣❛✐❞ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤✲♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤
✐s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ♠❛② ❜❡ ✈❡r② ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥ s②♥t❤❡s✐③✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♠♣♦✉♥❞s✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♠♦st
❝♦♠♠♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ♥❛♠❡❧②
❞✐✛r❛❝t✐♦♥✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ❞❡♣t❤✳ ❚❤❡ ❧❛st t❤r❡❡ s❡❝t✐♦♥s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜r✐❡❢ s✉r✈❡② ♦♥ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ✈❛r✐♦✉s ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
✷✳✶ ❙②♥t❤❡s✐s ♠❡t❤♦❞s
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ♣r❡♣❛r❛t✐✈❡ r♦✉t❡s ❛♥❞ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❢♦r ♦①✐❞❡ ♠❛t❡r✐❛❧s
✐♥ t❤r❡❡ ❜❛s✐❝ t②♣❡s ♦❢ r❡❛❝t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ s♦❧✐❞
st❛t❡ r❡❛❝t✐♦♥✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s♦❧✐❞✲s♦❧✐❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s t❤❡ ❦❡② ❢❛❝t♦r ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❆♥ ❡❧❡✈❛t❡❞
♣r❡ss✉r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✇✐❧❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡✱ ❛♥❞ ♠♦r❡
✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤ s♠❛❧❧❡r ❝❡❧❧ ✈♦❧✉♠❡✱ ❛♥❞ r❡❛❧✐③❡ s♦♠❡ ♦①✐❞❛t✐♦♥ st❛t❡s
♦r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s t❤❛t ❛r❡ ♥♦t ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❛t ❛♠❜✐❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❆s ❛ ✈❡r② ❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞
r❛♣✐❞ r❡❛❝t✐♦♥✱ s♦❧✲❣❡❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s♦❧✐❞✲❧✐q✉✐❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s♦♠❡ ❦❡② ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✢✉① ♠❡t❤♦❞
❛♥❞ ✢♦❛t✐♥❣ ③♦♥❡ ♠❡t❤♦❞✱ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞✳
✷✳✶✳✶ ❙♦❧✐❞ st❛t❡ r❡❛❝t✐♦♥❬✶❪
❲❡ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ s✉r✈❡② ♦❢ s♦❧✐❞✲s♦❧✐❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❲❤❡♥ s✐♠♣❧② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❢♦r♠❡❞ ❜② t✇♦ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞✲s♦❧✐❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s t❤❛t ❜♦t❤
♣❤❛s❡s ❛r❡ t✐❣❤t❧② ♣❛❝❦❡❞✳ ❚❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣❤❛s❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r s❡❡♠s t♦ ❜❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡
✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❡♥❡r❣② ❝♦st✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡✱ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❡♥❡r❣② ❜❛rr✐❡r✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t
❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❤✐❣❤❡r ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❛♥❞ ✐♥ t✉r♥ r❛✐s❡ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥
r❛t❡ ✐♥ s♦❧✐❞ st❛t❡ r❡❛❝t✐♦♥✳ ❆♥♦t❤❡r ❢❛❝t♦r ✇❤✐❝❤ ❛✛❡❝ts t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡
✺✼
Chapter 2: Experimental methods
❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❛❣❡♥ts✳ ❙♠❛❧❧❡r s✐③❡ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❧♦♥❣ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ t✐♠❡ ❜♦t❤ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡
❝♦♠♣❧❡t✐♦♥ ♦❢ r❡❛❝t✐♦♥✳
❚❤❡ st❛rt✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❜② ①✲r❛② ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡✐r ♣✉r✐t②✳
❚❤❡♥✱ t❤❡ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ st❛rt✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛r❡ ❣r♦✉♥❞ ✐♥ ❛♥ ❛❣❛t❡ ♠♦rt❛r✳ ❚❤❡
♠✐①❡❞ ♣♦✇❞❡r ✐s ♦❢t❡♥ ♣r❡ss❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♣❡❧❧❡t ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❝❧♦s❡ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❞
❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❛✐r✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ st❛t❡ r❡❛❝t✐♦♥ ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ❤❡❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❡❧❧❡t ✐♥ ❛♥ ♦♣❡♥ ❝r✉❝✐❜❧❡ ❛t
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛r♦✉♥❞ ✶✵✵✵➦❈ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❞❛②s ♦r ✇❡❡❦s✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣♦✐♥t❡❞ t❤❛t ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡
r❡❣r✐♥❞✐♥❣s ❛♥❞ r❡❤❡❛t✐♥❣s ♠❛② ♦❢t❡♥ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝♦♠♣♦✉♥❞
❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❤❛s❡✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ♠❛♥② ❡①❛♠♣❧❡s ❜❡②♦♥❞ t❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ t♦ s❤♦✇ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ ❞✐✈❡rs❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t♦ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② s②♥t❤❡s✐③❡ ♦✉r
s❛♠♣❧❡s✳
✷✳✶✳✷ ❍✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
✷✳✶✳✷✳✶ ❙②♥t❤❡s❡s r❡q✉✐r✐♥❣ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡
❘❡❢❡rr✐♥❣ t♦ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ s♦❧✐❞ st❛t❡ r❡❛❝t✐♦♥✱ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ✐s t❤❛t ♠❛♥② ♦❢ t❤❡♠ ❛r❡
❡①tr❡♠❡❧② s❧♦✇ ♦r r❡s✉❧t ✐♥ ♣♦♦r❧② ❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❲❤❡♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r t❤❡r♠♦❞②✲
♥❛♠✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡✲❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡✲ ✐♥t♦ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ t✐♠❡s ♠❛② ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ r❡♠❛r❦❛❜❧②
t♦ ❧❡ss t❤❛♥ ❛♥ ❤♦✉r✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ❣✐✈✐♥❣ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❝r②st❛❧❧✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤✐s ✐s
❜❡❝❛✉s❡ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ♠❛② ❛❧t❡r t❤❡ ❦✐♥❡t✐❝s ♦❢ ❛ r❡❛❝t✐♦♥ s♦ ❛s t♦ ❣r❡❛t❧② ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ s②♥t❤❡s✐s
♦❢ ❛ ♣❤❛s❡ st❛❜❧❡ ❛t ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ♣r❡ss✉r❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤✐s ❝♦♠♠♦♥ r❡❛s♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❤♦❧❞
❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭❍P❍❚✮ s♦❧✐❞ st❛t❡ s②♥t❤❡s❡s✱ ❍P❍❚
❝❛♥ ❜❡ ♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✉s❡❞ t♦ ♣r❡♣❛r❡ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✉♥st❛❜❧❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ♦❢t❡♥ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❤✐❣❤✲♣r❡ss✉r❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr②✱ s✐t❡
♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ st❛t❡s✳ ■♥ s♦❧✐❞ st❛t❡ ❝❤❡♠✐str②✱ t❤❡ ✈❡r② ❦♥♦✇♥ ❡①❛♠♣❧❡s ✇❤✐❝❤ ❡①❤✐❜✐t
t❤❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ♦❢ ❍P❍❚ ❛r❡ ♣❡r♦✈s❦✐t❡✲r❡❧❛t❡❞ ❝♦♠♣♦✉♥❞s✳❬✷❪
■♥ ❢❛❝t✱ ❍P❍❚ ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ s♦❧✐❞✲st❛t❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢
tr❛♥s✐t✐♦♥✲♠❡t❛❧ ♦①✐❞❡s ✇✐t❤ ♣❡r♦✈s❦✐t❡✲r❡❧❛t❡❞ str✉❝t✉r❡s✳ ■t ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♥♦t ♦♥❧② t♦
✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡ ♦❢ s♦❧✐❞✲s❛t❡ r❡❛❝t✐♦♥s ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ st❛❜✐❧✐③❡ ♠❛♥②
♠❡t❛st❛❜❧❡ ♣❤❛s❡s t♦ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ♣r❡ss✉r❡✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❞✐s♣❧❛❝✐✈❡ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✐♥ ♣❡r♦✈s❦✐t❡ ♦①✐❞❡s ❞✉❡ t♦ ♦❝t❛❤❡❞r❛❧✲s✐t❡ t✐❧t✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐st♦rt✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❢❛✈♦rs t❤❡ ❞❡♥s❡r ♣❤❛s❡s ✇✐t❤ s♠❛❧❧❡r ✈♦❧✉♠❡✱ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ ♥❡✇ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇❤✐❝❤
❛r❡ ✉♥st❛❜❧❡ ❛t ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ♣r❡ss✉r❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ r❡❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥s ♦r ♣❤❛s❡s t♦ ❢♦r♠ ❛ ❝♦♠♣♦✉♥❞ r❡q✉✐r❡ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇ ♣❤❛s❡ ❤❛s ❛ ❧♦✇❡r ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② t❤❛♥
t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ s♦❧✐❞ st❛t❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❛t ❛♠❜✐❡♥t
♣r❡ss✉r❡✱ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ♠❛② ♣❧❛② ❛♥ ❡ss❡♥t✐❛❧ r♦❧❡ ✐♥ s②♥t❤❡s✐③✐♥❣ ♥❡✇ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❜② ❧♦✇❡r✲
✐♥❣ ✐ts ❢r❡❡ ❡♥❡r❣②✳ ▼❛♥② ❡①❛♠♣❧❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❧✐st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜♦♦❦ ❜② ●♦♦❞❡♥♦✉❣❤✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡❧❧
✐❞❡♥t✐✜❡s t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✳❬✷❪ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ❜② ❍P❍❚ ♠❡t❤♦❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①♣❡❝t t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢
♦❝t❛❤❡❞r❛❧✲s✐t❡ ❈r4+✐♦♥s ✐♥ ♦①✐❞❡s✱ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r ✈❛❧❡♥❝❡ st❛t❡✱ s②♥t❤❡s✐s
♦❢ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝✲t②♣❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s✱ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ s✐t❡✲♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤❛s❡s
st❛❜✐❧✐③❡❞ ❜② ♠❡t❛❧❧✐❝ ❜♦♥❞s✳ ❲❤❡♥ ❛ ❝❛t✐♦♥ ✐s ❧❛r❣❡✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧❛②❡r❡❞ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ♠❛②
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ✭❛✮❍✐❣❤✲♣r❡ss✉r❡ ❜❡❧t ❛♣♣❛r❛t✉s✳ ❚❤❡ ♠✐❞❞❧❡ s❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ t♦r♦✐❞❛❧ ❜❡❧t ♦❢ t❤❡
♠❛❝❤✐♥❡✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ s②st❡♠ ✭♥♦t ✈✐s✐❜❧❡ ✐♥ t❤✐s ✜❣✉r❡✮✳ ❚❤❡
✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r t✉♥❣st❡♥ ❝❛r❜✐❞❡ ♣✐st♦♥s ❛r❡ ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇♥✳ ✭❜✮❙❡❝t✐♦♥ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t②♣✐❝❛❧
s❛♠♣❧❡ ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❇❊▲❚ t②♣❡ ♣r❡ss✳
❡✈❡♥ ❜❡ ❢❛✈♦r❡❞ ✉♥❞❡r ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡✳ ❆ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡♣❛r❡❞ ❜②
❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❡t❤♦❞✱ ♦❢t❡♥ ❞✐s♣❧❛②✐♥❣ ♥❡✇ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉❝❤ ❛s ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐s♠ ❛♥❞ ❝♦❧♦ss❛❧ ♠❛❣♥❡t♦r❡s✐st❡♥❝❡✳
✷✳✶✳✷✳✷ ❍P✲❍❚ s②st❡♠s
❇❡❧t ♣r❡ss
▼♦st ♦❢ t❤❡ ❍P❍❚ s②♥t❤❡s✐s ✇♦r❦ ✐♥ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣❛r❛t✉s
✇✐t❤ ❜❡❧t✲t②♣❡ ❛♥✈✐❧s ✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡s t♦ ✽
●P❛ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s t♦ ✶✺✵✵➦❈✳ ❚❤❡ ❜❡❧t ❛♣♣❛r❛t✉s ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✺❪✱
❛♥❞ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❚✇♦ ❝♦♥✐❝❛❧ s❤❛♣❡❞ t✉♥❣st❡♥ ❝❛r❜✐❞❡ ♣✐st♦♥s
♣✉s❤ ✐♥t♦ ❡❛❝❤ s✐❞❡ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ t✉♥❣st❡♥ ❝❛r❜✐❞❡ ❝❤❛♠❜❡r❬✺❪✳ ❚❤❡ ♣✐st♦♥s ❛♥❞
t❤❡ ❝❤❛♠❜❡r ❛r❡ ❤❡❧❞ ✐♥ ♣❧❛❝❡ ❛♥❞ str❡♥❣t❤❡♥❡❞ ❜② ❤❛r❞❡♥❡❞ st❡❡❧ ❜✐♥❞✐♥❣ r✐♥❣s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ r✐♥❣s ❛r❡ t❛♣❡r❡❞ ❛♥❞ ❛r❡ ❢♦r❝❡❞ ✐♥t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❡♥s✉r❡s t❤❡♠ t♦ str❡t❝❤
❝❧♦s❡ t♦ t❤❡✐r ❡❧❛st✐❝✐t② ❧✐♠✐t✳ ❚❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛♣♣❛r❛t✉s ✇✐t❤ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜✐♥❞✐♥❣ r✐♥❣s ❢♦r♠s ❛ t♦r♦✐❞❛❧ ❜❡❧t ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❆ ✇❛t❡r ❝♦♦❧✐♥❣ ❝✐r❝✉✐t
✇✐t❤ ❝❤✐❧❧✐♥❣ s②st❡♠ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ t♦r♦✐❞❛❧ ❜❡❧t✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡
❝❤❛♠❜❡r ✐♥ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❛ss❡♠❜❧②✱ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ✜❣✉r❡ ✷✳✶✭❜✮✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝❡❧❧ ✉s❡s ♣②r♦♣❤✐❧❧✐t❡
❛s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡✲tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ✐♥s✉❧❛t✐♦♥✳❬✷❪
❍✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❤❡❛t❡r ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝❡❧❧✳ ❆ ❤✐❣❤
✐♥t❡♥s✐t② ❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t ✭❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ❛♠♣❡r❡s✮ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✐st♦♥s ✐s ✐♠♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤❡❛t❡r
✇❤✐❝❤ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ❛ ❣r❛♣❤✐t❡ s❧❡❡✈❡✳
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❚❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐s ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡❞ ✐♥ ❛ ♥♦♥r❡❛❝t✐✈❡✱ ♠❛❧❧❡❛❜❧❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❋♦r ♦①✐❞❡s✱ t❤❡ ❝❛♣s✉❧❡
✇❡ ✉s❡❞ ✐s ♦❢ ♥♦❜❧❡ ♠❡t❛❧ t♦ ♣r❡✈❡♥t r❡❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❛♣s✉❧❡ ❛♥❞ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❋♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❛❜♦✈❡ ✶✵✵✵➦❈✱ ♣❧❛t✐♥✉♠ ❤❛s ♣r♦✈❡♥ s❛t✐s❢❛❝t♦r②✳ ❆t ❧♦✇❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❣♦❧❞ ✐s ♣r❡❢❡r❛❜❧❡✱ ❛s
✐t ✐s ❡❛s✐❡r t♦ ❤❛♥❞❧❡❀ ❧❡ss r❡❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ ♠❛❦❡s ❜❡tt❡r ❤✐❣❤✲♣r❡ss✉r❡ s❡❛❧s✳ ◆❡✐t❤❡r ❣♦❧❞ ♥♦r
♣❧❛t✐♥✉♠ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ✐♥❡rt ❢♦r ✉s❡ ✐♥ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♠❛♥② ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s✉❧❢✉r✱
s❡❧❡♥✐✉♠ ♦r t❡❧❧✉r✐✉♠✳ ■♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✱ ♦♥❡ ❤❛s t♦ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐♥t♦ ❇◆✱ ▼❣❖✱ ♦r
s✐♠✐❧❛r ♦t❤❡r ✐♥❡rt ♠❛t❡r✐❛❧s✳❬✷❪ ❚❤❡ ❝❛♣s✉❧❡ ✇❡ ✉s❡❞ ✐s ✸ ♠♠ ✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r✱ t❤❡ s♠❛❧❧ s✐③❡ ❜❡✐♥❣
♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡❛❝❤ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❡①tr❡♠❡❧② ❧❛r❣❡ ❢♦r❝❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s
✐s t❤❡ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ s❛♠♣❧❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡❞ ✐s
r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧✱ ♦♥❧② ✵✳✵✹ ❝♠3✳ ❆ s♣❡❝✐❛❧ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ✜❧❧ t❤❡ ❝❛♣s✉❧❡ ❛♥❞ s❧✐❣❤t❧②
❝♦♠♣r❡ss t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣♦✇❞❡r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❛❝t ❜② ❡①♣❡❧❧✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡
❛✐r tr❛♣♣❡❞ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♣♦✇❞❡r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❣r✐♥❞✐♥❣ ✴ ♠✐①✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❙♦♠❡ st❛rt✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s
❤❛✈✐♥❣ s❡♥s✐t✐✈✐t✐❡s✱ r❡❛❝t✐✈✐t②✱ ❛r❡ ♥♦t st❛❜❧❡ ✉♥❞❡r ❛♠❜✐❡♥t ❛t♠♦s♣❤❡r❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❧❧✐♥❣ ❝❛♣s✉❧❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ✐♥❡rt ❛t♠♦s♣❤❡r❡ s✉❝❤ ❛s ✐♥ ❣❧♦✈❡ ❜♦①✳
❈♦♥❛❝ s②st❡♠
❚❤❡ ♦t❤❡r ❛♣♣❛r❛t✉s ❢♦r ❍P❍❚ s②♥t❤❡s✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s st✉❞② ✐s t❤❡ ❈♦♥❛❝ ❛♥✈✐❧✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡
♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈♦♥❛❝ s②st❡♠ ✐s q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❇❡❧t ✱ t❤❡ ❝♦♥st✐t✉❡♥ts
♦❢ t❤❡ ❈♦♥❛❝ ❛♥✈✐❧ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss❡♠❜❧② ♦❢ s❛♠♣❧❡ ❛r❡ t♦t❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s t♦ t❤❡ ❈♦♥❛❝
❛♥✈✐❧ s②st❡♠ t❤❡ ♠❡r✐t ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❧❛r❣❡r s❛♠♣❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ r❡❛❝❤✐♥❣ ❧♦✇❡r
♣r❡ss✉r❡ ✭♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ✻ ●♣❛✮ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ ❇❡❧t ♣r❡ss✳
❚❤❡ ❈♦♥❛❝ s②st❡♠ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤❡ ✶✾✽✵s ❛t t❤❡ ■♥st✐t✉t❡ ❢♦r ❍✐❣❤ Pr❡ss✉r❡ ♦❢ P❤②s✐❝s
♦❢ t❤❡ ❘✉ss✐❛♥ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡s ♦♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ t♦r♦✐❞ ❝♦♥❝❡♣t✳❬✸❪ ❚❤✐s ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡
❞❡✈✐❝❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❢❛❝✐♥❣ ❞✐❡s ✐♥ t✉♥❣st❡♥ ❝❛r❜✐❞❡✱ t❛♣❡r ✜tt❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ ♦r t❤r❡❡
st❡❡❧ r✐♥❣s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✷✭❛✮✳ ❚❤❡ ❈♦♥❛❝ ❞✐❡s ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❵❝♦♥❡✲s❤❛♣❡❞ ❤♦❧❡✬
❛♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♣r♦✈✐❞❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r s②♥t❤❡s❡s ♦❢ ❧❛r❣❡ s❛♠♣❧❡ ✈♦❧✉♠❡s ♦❢
♠❛t❡r✐❛❧s ✐♥ ❛ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ r❛♥❣❡✳ ▼♦r❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ t❤❡ ✹✵♠♠ ❤♦❧❡ ❈♦♥❛❝ ❛ss❡♠❜❧② ✭♥❛♠❡❞
❵❈♦♥❛❝ ✹✵✬✮ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ r❡❛❝❤ ✻●P❛ ❛♥❞ ✶✺✵✵➦❈ ❢♦r ❛ s❛♠♣❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛❜♦✉t ✵✳✽ ❝♠3✳ ■♥
❛ st❛♥❞❛r❞ s②♥t❤❡s✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ✐♥s❡rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛ss❡♠❜❧② ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡
✷✳✷✭❜✮✳ ■t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ s♦❧✐❞ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ♠❡❞✐✉♠ ✐♥ ❧✐t❤♦❣r❛♣❤✐❝ st♦♥❡ ✭❝❛❧❝✐t❡ ❈❛❈❖3✮✱
❛ r❡s✐st✐✈❡ ❤❡❛t❡r ✐♥ ❣r❛♣❤✐t❡✱ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✐♥s✉❧❛t♦rs ✐♥ ❧✐♠❡st♦♥❡ ♦r ♣②r♦♣❤②❧❧✐t❡✱
❛♥❞ ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ♣✐❡❝❡s ✭st❡❡❧ ❝②❧✐♥❞❡rs ❛♥❞ ♠♦❧②❜❞❡♥✉♠ ❞✐s❦s✮✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❢
t❤✐s ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❞❡✈✐❝❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♣♦❧②♠♦r♣❤✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♦❢ ❜✐s♠✉t❤ ❛♥❞
❜❛r✐✉♠ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✈❛r✐❡s ❢r♦♠ ✻✪ t♦ ✾✪ ❜❡t✇❡❡♥ ✷ ❛♥❞
✺✳✺ ●P❛✳❬✹❪
✷✳✶✳✸ ❙♦❧✲❣❡❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
❆ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ s♦❧✉t✐♦♥✲❜❛s❡❞ s②♥t❤❡t✐❝ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❛♠♦r♣❤♦✉s
s♦❧✐❞s ❛♥❞ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❝❡r❛♠✐❝s ✐s t❤❡ s♦❧✲❣❡❧ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ♦r✐❣✐♥❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣✐♦♥❡❡r✐♥❣ ✇♦r❦
✐♥ t❤❡ ♠✐❞✲♥✐♥❡t❡❡♥t❤ ❝❡♥t✉r② ❜② ❏❛❝q✉❡s ❏♦s❡♣❤ ❊❜❡❧♠❛♥ ❛♥❞ ❚❤♦♠❛s ●r❛❤❛♠✳❬✶❪ ■♥ ❢❛❝t✱
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ✭❛✮ ❚❤❡ ❈♦♥❛❝ ✹✵ ♣r❡ss✳ ✭❜✮❈♦♥❛❝ ✹✵ ❛ss❡♠❜❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❛ st❛♥❞❛r❞ s②♥t❤❡s✐s
❡①♣❡r✐♠❡♥t✳
t❤✐s ✐s ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ s♦❢t ❝❤❡♠✐str② ♠❡t❤♦❞ ✭❝❤✐♠✐❡ ❞♦✉❝❡✮✱ ♣♦ss❡ss✐♥❣ ♥✉♠❡r♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥
s②♥t❤❡t✐❝ ♥❡✇ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ♠❛❥♦r st❡♣s ❝♦♥❝❡r♥❡❞✿ ✇✐t❤ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣r❡❝✉rs♦rs✱
❛ s♦❧ ✭❛ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥ ♦❢ s♦❧✐❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❛ ❧✐q✉✐❞✮ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❤②❞r♦❧②s✐s
❛♥❞ ♣♦❧②♠❡r✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s❀ ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❛ s❡♠✐✲r✐❣✐❞ ♣♦r♦✉s ❣❡❧❀ t❤❡
❝r②st❛❧❧✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛❢t❡r r❡♠♦✈❛❧ ♦❢ s♦❧✈❡♥t ❛♥❞ r❡s✐❞✉❛❧s
❢r♦♠ t❤❡ ♣♦r❡s ❜② ❛❣✐♥❣✱ ❞r②✐♥❣✱ ❛♥❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✱ ✐s ❤✐❣❤❧② ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❬✶❪
❚❤❡ s♦❧✲❣❡❧ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ s②♥t❤❡s✐③❡ ♣♦✇❞❡rs✱ ✜❧♠s✱ ♦r ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ ❝❛st✐♥❣s✳
❲❤❡r❡❛s t❤✐s ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ st❛rt✐♥❣ ♠❛t❡r✐✲
❛❧s✱ t❤❡② ❛r❡ ❛❧❧ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s t❤❡ ♠♦♥♦❧✐t❤✳ ❚✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✉s❡❞
✐♥ ♠❛❦✐♥❣ s♦❧✲❣❡❧ ♠♦♥♦❧✐t❤s✿ ❣❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ ♣♦✇❞❡rs✱ ♦r ❤②❞r♦❧②s✐s ❛♥❞ ♣♦❧②♠❡r✐③❛t✐♦♥
♦❢ ❛❧❦♦①✐❞❡ ♣r❡❝✉rs♦rs✳ ❙♦❧✲❣❡❧ r❡❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❧✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ♠❡t❛❧ ❛❧❦♦①✐❞❡s✱ s♦❧✈❛t❡❞ ♠❡t❛❧
❝❛t✐♦♥s✱ ♦r ♦r❣❛♥♦♠❡t❛❧❧✐❝ ♣r❡❝✉rs♦rs✳ ❆❧❦♦①✐❞❡s ❛r❡ s♦ ❢❛r t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥ st❛rt✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s
❢♦r s♦❧✲❣❡❧ r❡❛❝t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ st❛❜❧❡ ♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ❡❛s❡ ♦❢ ❤②❞r♦❧②s✐s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❤②❞r♦❧②s✐s r❛t❡
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❡t❤❛♥♦❧ t♦ ✇❛t❡r✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② s❡✈❡♥ st❡♣s t♦ ♣r❡♣❛r✲
✐♥❣ ❛ s♦❧✲❣❡❧ ♠❛t❡r✐❛❧✿ ♠✐①✐♥❣✱ ❝❛st✐♥❣✱ ❣❡❧❛t✐♥❣✱ ❛❣✐♥❣✱ ❞r②✐♥❣✱ ❞❡❤②❞r❛t✐♦♥ ♦r st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥✱
❛♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✳ ▼✐①✐♥❣ ✐s t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥t st❡♣ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
✉♥✐❢♦r♠✐t② ♦❢ t❤❡ ❣r❛✐♥s ✐♥ t❤❡ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s♦❧✱ s♦ ❛ ❞❡✈✐❝❡ ✇✐t❤ ❝♦♥❞❡♥s❡r ✐s ♦❢t❡♥ ♥❡❝❡ss❛r②✱ s✉❝❤
❛s t❤❡ ♦♥❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡✷✳✸✳ ❆s t❤❡ s♦❧ ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ r❡❛❝t✱ t❤❡ s♦❧ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡
❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ ❣❡❧❛t✐♦♥✳ ❆❣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ❣❡❧ ✐s ❝❛❧❧❡❞ s②♥❡r❡s✐s✱ ✇❤✐❝❤ s❡♣❛✲
r❛t❡s t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡❧ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢✉rt❤❡r s♦❧✐❞✐✜❝❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s st❡♣ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❚❤❡ ❞❡✈✐❝❡ ✇✐t❤ ❝♦♥❞❡♥s❡r ✇❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣r❡❝✉s♦r ❜② s♦❧✲❣❡❧ ♠❡t❤♦❞✳
♣♦r❡ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦♥♦❧✐t❤✳ ❉r②✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❣❡❧ ✐s t❤❡ ❧❛st st❡♣ t♦ r❡♠♦✈❡
t❤❡ s♦❧✈❡♥t ❛♥❞ ✇❛t❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦♥♦❧✐t❤✳ ❚❤❡ ❞r② ♠♦♥♦❧✐t❤ ✐s st✐❧❧ ✈❡r② r❡❛❝t✐✈❡✱ ♦✇✐♥❣ t♦
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ s✐❧❛♥♦❧ ❜♦♥❞s ✐♥ t❤❡ ♣♦r❡s✳ ❚❤❡s❡ ❜♦♥❞s ❛r❡ st❛❜✐❧✐③❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡r♠❛❧ tr❡❛t♠❡♥t✳
❆❢t❡r ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ ❤❡❛t❡❞ ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭t②♣✐❝❛❧❧② ⑦✶✵✵✵➦❈✮✱ t❤❡
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳
■♥ ♦✉r ❝❛s❡ s♦❧✲❣❡❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♣r❡❝✉rs♦r ♣♦✇❞❡rs ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥ ✐s t❤❡ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝ ♦♥❡✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♦❢ s♣❡❝✐❡s ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛ ❧✐♠✐t✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡r
❛s ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ s♦❧✐❞ st❛t❡ r❡❛❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ ♣✉r✐t② ❛♥❞ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s
♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❛❧❧♦✇s t♦ ❧♦✇❡r t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛♥❞ t♦ ❞❡❝r❡❛s❡ r❡❛❝t✐♦♥ t✐♠❡✳
✷✳✶✳✹ ❙✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ❣r♦✇t❤
❉❡t❛✐❧❡❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ♦❢t❡♥ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥t ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ s❛♠♣❧❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ❢♦r ♣②r♦①❡♥❡
❝♦♠♣♦✉♥❞s ✉s✐♥❣ ✢✉① ❛♥❞ ✢♦❛t✐♥❣ ③♦♥❡ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜r✐❡❢
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉s❡❞ t♦ ❣r♦✇ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧s ❢r♦♠ ❛ ♠♦❧t❡♥
s♦❧✉t✐♦♥✳ ■♥ ♠❛♥② r❡s♣❡❝ts✱ ❝r②st❛❧❧✐③❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❧t❡♥ st❛t❡ ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❛t ❢r♦♠ ❛
s♦❧✈❡♥t ♣❤❛s❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❜♦t❤ ♣r♦❝❡ss❡s s❧♦✇ ❝♦♦❧✐♥❣ t❡♥❞s t♦ r❡s✉❧t ✐♥ ❧❛r❣❡r ❝r②st❛❧s✱
✇❤✐❧❡ ❢❛st❡r ❝♦♦❧✐♥❣ t②♣✐❝❛❧❧② ❣✐✈❡s s♠❛❧❧❡r ❝r②st❛❧s✳ ❆ ✢✉① ♠❡t❤♦❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐s ✈❡r② s✉✐t❛❜❧❡
t♦ ❣r♦✇ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠♦st ❡ss❡♥t✐❛❧ ❝♦♥❝❡♣ts✱ ❢♦r ❣r♦✇✐♥❣ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧s ❢r♦♠
♠♦❧t❡♥ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❛r❡ ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ✐♥❝♦♥❣r✉❡♥❝❡✳ ❋♦r ❝♦♥❣r✉❡♥t❧② ♠❡❧t✐♥❣ ❝♦♠♣♦✉♥❞s✱ ♦♥❡
❝❛♥ ❝♦♦❧ ❛ st♦✐❝❤✐♠❡tr✐❝ ♠❡❧t✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s②st❡♠ ♥♦♠✐♥❛❧❧② ❢r❡❡③❡s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱
t❤✐s t②♣✐❝❛❧❧② r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❞❡♥s❡❧② ✐♥t❡r❣r♦✇♥ ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ ✐♥❣♦t✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝r②st❛❧s✱ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧s ❝❛♥ s♦♠❡t✐♠❡s ❜❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② s❡♣❛r❛t❡❞✳❬✻❪ ❯s❡ ♦❢ ❛
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❡♥❛❜❧❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ s♦❧✐❞✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✉s❡ ♦❢ ❛ t❛♣❡r❡❞ ❝r✉❝✐❜❧❡ ✭✉s✉❛❧❧②
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✐t ✐s ♣❧❛t✐♥✉♠✮ ❝❛♥ ❢❛✈♦r t❤❡ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❧❛r❣❡r s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧s ❝❛♥
❜❡ ❣r♦✇♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥ ❝❛s❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❡❧t✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❛r❡
❡①❝❡ss✐✈❡❧② ❤✐❣❤ ♦r ❢♦r t❤❡ ✐♥❝♦♥❣r✉❡♥t❧② ♠❡❧t✐♥❣ ❝♦♠♣♦✉♥❞s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r② ❤❡❧♣❢✉❧ t♦ ✉s❡ ❛♥
❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❛s ❛ ✢✉① ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝r②st❛❧
❛♥❞ ❧♦✇❡rs t❤❡ ♠❡❧t✐♥❣ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❣❡ ✭♠✐①t✉r❡ ♦❢ st❛rt✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❞ ✢✉①✮✳ ■♥ ♠❛♥②
❝❛s❡s✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✢✉① ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ❦❡② ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✇t❤
♦❢ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❛❧❧② ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧✳ ❚❤❡ ✢♦❛t✐♥❣ ③♦♥❡ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛
s②♥t❤❡s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ❧❛r❣❡ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❣♦♦❞ ❝♦♥tr♦❧
♦❢ ♥✉❝❧❡❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ✐♥ ✢♦❛t ③♦♥❡ ❝r②st❛❧ ❣r♦✇t❤ ✐s t♦ ♠♦✈❡ ❛ ❧✐q✉✐❞ ③♦♥❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧ ✭❛❝t✉❛❧❧②✱ ❛ ❢❡❡❞ r♦❞✮✳ ■❢ ♣r♦♣❡r❧② s❡❡❞❡❞✱ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ ❤✐❣❤
♣✉r✐t②✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❣r♦✇ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ❢r♦♠ ❝♦♥❣r✉❡♥t❧② ♠❡❧t✐♥❣ ❝♦♠♣♦✉♥❞s✳
✷✳✷ ❚❤❡r♠❛❧ ❛♥❛❧②s✐s
❚❤❡r♠❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❝❡rt❛✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ s✉❝❤
❛s ❡♥t❤❛❧♣②✱ ♠❛ss ❛♥❞ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t②✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡r♠❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡
✉s❡❞ t♦ st✉❞② s♦❧✐❞ st❛t❡ r❡❛❝t✐♦♥s✱ t❤❡r♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡t❝✳ ■♥ t❤✐s
t❤❡s✐s✱ t❤r❡❡ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❛❧②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❚●✱ ❉❚❆ ❛♥❞ ❉❙❈✱ ✇❡r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ st✉❞② t❤❡
t❤❡r♠❛❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳
❚❤❡r♠♦❣r❛✈✐♠❡tr② ✭❚●✮ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♠❛ss ♦❢ ❛ s✉❜st❛♥❝❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦r t✐♠❡✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❤❡❛t❡❞ ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t r❛t❡ ❛♥❞ ❤❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t
♠❛ss✱ ✉♥t✐❧ ✐t r❡❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦r ❜❡❣✐♥s t♦ ❞❡❝♦♠♣♦s❡ ❛t ❛ s♣❡❝✐✜❝ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
❚❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛♥ ❜❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❚● ❝✉r✈❡ ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤t ❧♦ss ❛t ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡
❝❤❛♥❣❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ♣r♦✈✐❞❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❚● r❡s✉❧ts ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉❝❤ ❛s ❤❡❛t✐♥❣ r❛t❡✱ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡
s♦❧✐❞ ❛♥❞ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ✉s❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳
■♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✭❉❚❆✮✱❬✶✵❪ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❛ s❛♠♣❧❡ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤
t❤❛t ♦❢ ❛♥ ✐♥❡rt r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❛t ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✉♥t✐❧ s♦♠❡ t❤❡r♠❛❧
✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ♠❡❧t✐♥❣✱ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦r ❞✐s♣❧❛❝✐✈❡ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✳ ■♥ s✉❝❤
❝❛s❡ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜❡❝♦♠❡s ❡✐t❤❡r ❤✐❣❤❡r✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❡①♦t❤❡r♠✐❝ r❡❛❝t✐♦♥✱
♦r s♠❛❧❧❡r✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ❡♥❞♦t❤❡r♠✐❝ r❡❛❝t✐♦♥✱ t❤❛♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡
❉❚❆ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❤✐❣❤❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡r♠❛❧ ❝❤❛♥❣❡s✱ ❜✉t t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛t t❤❡ ❡①♣❡♥s❡ ♦❢ ❧♦s✐♥❣
❛ ❝❛❧♦r✐♠❡tr✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❡❛❦ ❛r❡❛s ❛r❡ ♦♥❧② q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
♦❢ t❤❡ ❡♥t❤❛❧♣② ❝❤❛♥❣❡s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ s❝❛♥♥✐♥❣ ❝❛❧♦r✐♠❡tr②
✭❉❙❈✮✳ ❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❉❚❆ ❝❡❧❧s✱ ✐♥ ❛ ❉❙❈ ❝❡❧❧✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞
❛t t❤❡ s❛♠❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❞✉r✐♥❣ ❤❡❛t✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❡①tr❛ ❤❡❛t ✐♥♣✉t t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♦r t♦ t❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤✐s ❜❛❧❛♥❝❡ ✐s ♠❡❛s✉r❡❞✱ ❞✐r❡❝t❧② ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ t❤❡
❡♥t❤❛❧♣② ❝❤❛♥❣❡s✳ ❋♦r ♠❛♥② ❝❛s❡s✱ ✐t ✐s ❛❞✈❛♥t❛❣❡♦✉s t♦ ✉s❡ ❜♦t❤ ❉❚❆✴❉❙❈ ❛♥❞ ❚● t♦❣❡t❤❡r✱
❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♠❛ss ✐♥ ❚● ✇✐❧❧ r❡✢❡❝t s♦♠❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❡✛❡❝ts✳ ❆ ✈❡r②
❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛② t♦ ✉s❡ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✐s t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ♦♥ ❝♦♦❧✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥
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❤❡❛t✐♥❣✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❛ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ r❡✈❡rs✐❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡s✱ s✉❝❤ ❛s ♠❡❧t✐♥❣ ♦r s♦❧✐❞✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❢r♦♠
✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡ ❝❤❛♥❣❡s✱ s✉❝❤ ❛s ♠♦st ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥s✳
✷✳✸ ▼♦r♣❤♦❧♦❣② ❛♥❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s
❆ ✇✐❞❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝✱ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ❛♥❞ ♦t❤❡r t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✱
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ♦❢
♠❛t❡r✐❛❧s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss ✇❤② ❛♥❞ ❤♦✇ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭♠✐❝r♦s❝♦♣②
❛♥❞ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② t❡❝❤♥✐q✉❡s✮ ❛r❡ s♦ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❛♥❛❧②③❡✱ ✐❞❡♥t✐❢② ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❛ s♦❧✐❞✳ ❋♦r
♠✐❝r♦s❝♦♣②✱ ✇❡ ✜rst s❡❡ ✇❤② ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧✱ t❤❡♥ ❜② ❛♣♣r❡❝✐❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✲
t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✇✐t❤ ♠❛tt❡r ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ s♦♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s s✉❝❤ ❛s s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ❞❡r✐✈❡❞
❢r♦♠ t❤✐s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡str✐❝t ♦✉r ❞✐s❝✉ss✐♦♥ t♦ s❝❛♥♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✭❙❊▼✮
❛♥❞ ❊♥❡r❣② ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ❳✲r❛② s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✭❊❉❳✮ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳
✷✳✸✳✶ ❊❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✿ ❊❧❡❝tr♦♥s ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ s♣❡❝✐♠❡♥
❊❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ✈❡rs❛t✐❧❡ ❢♦r ❣✐✈✐♥❣ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧✱ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ s❛♠♣❧❡s ♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ r❡❝♦r❞✐♥❣
❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ♠❛❣♥✐✜❡❞ ✐♠❛❣❡s✱ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❙❊▼ ✐s ✉s❡❞
✐♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ t❡①t✉r❡✱ t♦♣♦❣r❛♣❤② ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ ♣♦✇❞❡rs ♦r s♦❧✐❞ ♣✐❡❝❡s ❛♥❞✱ ❜❡✲
❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡♣t❤ ♦❢ ❢♦❝✉s ♦❢ ❙❊▼✱ t❤❡ r❡s✉❧t❛♥t ✐♠❛❣❡s ❤❛✈❡ ❛ ✸❉ q✉❛❧✐t②✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ ❚❊▼ ✐s ♠♦r❡ ♣♦✇❡r❢✉❧ ✐♥ ❣✐✈✐♥❣ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t ❛♥ ❛t♦♠✐❝
s❝❛❧❡✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡s ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ ❡✐t❤❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦r r❡✢❡❝t✐♦♥ ♠♦❞❡✳
❊❧❡❝tr♦♥s ❛r❡ ♦♥❡ t②♣❡ ♦❢ ✐♦♥✐③✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❡r♠ ❣✐✈❡♥ t♦ r❛❞✐❛t✐♦♥
t❤❛t ✐s ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ r❡♠♦✈✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✐❣❤t❧② ❜♦✉♥❞ ✐♥♥❡r✲s❤❡❧❧ ❡❧❡❝tr♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡
✜❡❧❞ ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✳ ❬✶✶❪ ❚❤✐s ✐♦♥✐③✐♥❣ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❛ ✇✐❞❡
r❛♥❣❡ ♦❢ s❡❝♦♥❞❛r② s✐❣♥❛❧s✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✹✳ ▼❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ s✐❣♥❛❧s ❝❛♥
❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✉s ✇✐t❤ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛♥②
♦t❤❡r ❢❡❛t✉r❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❡❧❛st✐❝ ♦r
✐♥❡❧❛st✐❝✳ ❙✐❣♥❛❧s ❢r♦♠ ❡❧❛st✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ♠❡❛s✉r❛❜❧❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✱ ❛s ✐♥ ❳❘❉✳
❚❤❡ ✐♥❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝❤❡♠✐str② ♦❢ s❛♠♣❧❡s✱ s✉❝❤
❛s ✐♥ t❤❡ ❊❉❳ t❡❝❤♥✐q✉❡✳
❙❊▼❬✷✹❪
❙❡❝♦♥❞❛r② ❡❧❡❝tr♦♥s ❛♥❞ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞✱ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ s✐❣♥❛❧s ✉s❡❞ t♦ ❢♦r♠ ✐♠❛❣❡s ✐♥ ❙❊▼✱
❛r❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❣✐✈✐♥❣
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ s❤❛♣❡✱ ❧♦❝❛❧ s✉r❢❛❝❡ t❡①t✉r❡ ❛♥❞ t❤✐❝❦♥❡ss ♦❢ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡
♣r♦❝❡ss ♦❢ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s t②♣❡s ♦❢ ❙❊▼ ✐♠❛❣❡s ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳
❙❡❝♦♥❞❛r② ❡❧❡❝tr♦♥s ✭❙❊✮ ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ t❤r♦✉❣❤ ✐♥❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❛t r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡
❡❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❧♦♦s❡❧② ❜♦✉♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❙❡❝♦♥❞❛r② ❡❧❡❝tr♦♥s ❧✐❡ ✐♥ ❛♥ ❡♥❡r❣②
r❛♥❣❡ ♦❢ ✷⑦✺✵❡❱✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ r❡❛❞✐❧② ❞❡✢❡❝t❡❞ ❜② ❛ ❧♦✇✲❜✐❛s ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t❡❞
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❙✐❣♥❛❧s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇❤❡♥ ❛ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② ❜❡❛♠ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐♠❡♥✳
❚❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s s❤♦✇♥ ❢♦r ❡❛❝❤ s✐❣♥❛❧ ❞♦ ♥♦t ❛❧✇❛②s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s✐❣♥❛❧ ❜✉t ✐♥❞✐❝❛t❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ✐s str♦♥❣❡st ♦r ✇❤❡r❡ ✐t ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ♠❛♥♥❡r✳
■♥s♣✐r❡❞ ❜② ❘❡❢✳ ❬✶✶❪
✇✐t❤ ✈❡r② ❤✐❣❤ ❡✣❝✐❡♥❝②✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡r❣② ❢❡❛t✉r❡✱ ❙❊ ❛r❡ ❡♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ ❛ s❤❛❧❧♦✇ s✉r❢❛❝❡
♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ t②♣✐❝❛❧❧② ❜❡❧♦✇ ✶✵ ♥♠✳ ❚❤❡ ♠♦st ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ ❡✛❡❝t ✐s t❤❛t ♦❢ s✉r❢❛❝❡ t♦♣♦❣r❛♣❤②✳
❚❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ ❙❊ ✐♠❛❣❡ ♠♦r❡ s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r st✉❞✐❡s ♦❢ r♦✉❣❤ s✉r❢❛❝❡s ❛t ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥
❣♦♦❞ ❝♦♥tr❛st✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ❛ t❤✐♥ ❧❛②❡r ♦❢ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣
❆✉ ♦r ❝❛r❜♦♥ t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ❜✉✐❧❞✲✉♣ ♦❢ ❝❤❛r❣❡s ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ s❛♠♣❧❡✳
❇❛❝❦s❝❛tt❡r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ✭❇❙❊✮ ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤
t❤❡ ❛t♦♠s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❤❛t r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❡❧❡❝tr♦♥ ❜❡✐♥❣ r❡✲❡♠✐tt❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s♣❡❝✐✲
♠❡♥✳ ■♥ t❤❡ ❜❛❝❦s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ tr❛❥❡❝t♦r② ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ❜② ❛ ❛♥❣❧❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥
✾✵ ❞❡❣r❡❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❇❙❊ ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✱ ❜✉t ✐s ❛❧♠♦st ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠ ❡♥❡r❣②✳ ◆♦t❡
t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❡❧❛st✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡♠♠✐tt❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ♠❛② ❛❧s♦ t❛❦❡ ♣❛rt ✐♥ s✉❜s❡q✉❡♥t ✐♥✲
❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡✈❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡♥❡r❣②
♦❢ ❇❙❊✱ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❧❡ss t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ❜❡❛♠✱ ❜✉t ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡
✭✐♥ t❤❡ ❦❱ r❛♥❣❡✮ ✳ ❚❤✉s✱ ❇❙❊ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡s❝❛♣❡ ❢r♦♠ ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② t❤✐❝❦ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱
✇✐t❤ t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ ❧♦✇❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❙❊✳ ❆ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❢❡❛t✉r❡
♦❢ ❇❙❊ ✐♥ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥tr❛st ✐s t❤❛t ❛♥② r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ s✉r❢❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ✐s t✐❧t❡❞ t♦✇❛r❞s
❛ ❇❙❊ ❞❡t❡❝t♦r ✇✐❧❧ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡❞ s✐❣♥❛❧✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳ ❆ t♦♣♦❣r❛♣❤✐❝ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡
s✉r❢❛❝❡ t❤✉s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
s❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❇❙❊ s✐❣♥❛❧s ❞✉❡ t♦ ❛t♦♠✐❝✲♥✉♠❜❡r ❝♦♥tr❛st ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r②
✉s❡❢✉❧ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❛♥❞ ✐❞❡♥t✐❢② ✈❛r✐♦✉s ♣❤❛s❡s ✐♥ ❛ s❛♠♣❧❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❋❊❙❊▼✱ ❩❡✐ss ❯❧tr❛♣❧✉s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❊❉❳✳
❊❉❳
❊♥❡r❣② ❞✐s♣❡rs✐✈❡ ①✲r❛② s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✐s ✉s✉❛❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥t♦ ❙❊▼ ✐♥str✉♠❡♥ts ❛♥❞ ✉t✐❧✐③❡s
t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ①✲r❛② ❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr❛ ✇❤❡♥ ❡❧❡❝tr♦♥s ♦❢ ✐♥♥❡r s❤❡❧❧s ♦❢ ❛t♦♠s ❛r❡ ✐♦♥✐③❡❞
❜② ❤✐❣❤ ❡♥❡r❣② ❜♦♠❜❛r❞♠❡♥t✳ ■♥ ❊❉❳✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ①✲r❛② ❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ s✐♠✉❧✲
t❛♥❡♦✉s❧② ❜② ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❞❡t❡❝t♦r s✉❝❤ ❛s ❙✐❧✐❝♦♥ ❉r✐❢t ❉❡t❡❝t♦r ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❳✲r❛②s ❛r❡
❛❜s♦r❜❡❞ ✐♥ ❛ s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ t❤❡♥ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥✲❤♦❧❡ ♣❛✐rs✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ✈♦❧t❛❣❡ ♣✉❧s❡ ✐s ❛♠♣❧✐✜❡❞ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ♦♥ ❛ s❝r❡❡♥✳ ❚❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ♣✉❧s❡ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ①✲r❛②s ❡♠♠✐tt❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡
❡❧❡♠❡♥ts ✐t ❝♦♥t❛✐♥s✳ ❇② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣✐❡s✱ ❛♥❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣✐❡s ✱ ♦❢ t❤❡ ❡①❝✐t❡❞
❡❧❡❝tr♦♥s✱ t❤❡ ①✲r❛② ❡♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ r❡❣✐♦♥ ✐♥ q✉❡st✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❊❉❳
✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ t♦ ❣❡t ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛ s♣❡❝✐♠❡♥✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✐s ❧❡ss
s❡♥s✐t✐✈❡ ❢♦r ❧✐❣❤t ❡❧❡♠❡♥ts ✭❩❃✹✮✳ ❙❡♠✐q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❊❉❳ ✇✐t❤ ❛♥
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❧✐♠✐t ♦❢ ✶✵✵✵✲✸✵✵✵ ♣♣♠ ✭⑦✶✵ ✇t✪✮✳ ❬✶✵❪
■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇❡r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ✜❡❧❞✲❡♠✐ss✐♦♥
s❝❛♥♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✭❋❊❙❊▼✱❩❡✐ss ❯❧t❛♣❧✉s✮ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❡r❣②✲❞✐s♣❡rs✐✈❡ ①✲
r❛② s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ✭❊❉❳✱ ❇r✉❦❡r✮✳ ❆ ♣❤♦t♦ ♦❢ ❋❊❙❊▼ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❛s
❣♦❧❞✲ ♦r ❝❛r❜♦♥✲ ❝♦❛t❡❞ ♣r✐♦r t♦ ❙❊▼ ❛♥❞ ❊❉❳ ❛♥❛❧②s✐s✳
✷✳✹ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥
❍❛✈✐♥❣ ❞❡s❝r✐❜❡❞ s❡✈❡r❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ ♠✐❝r♦str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡❞ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡
♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡s ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ♥♦✇ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❤♦✇ ❝r②st❛❧
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str✉❝t✉r❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❆ ❜❡❛♠ ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢
♠❛❣♥✐t✉❞❡ t❤❛♥ t②♣✐❝❛❧ ✐♥t❡r❛t♦♠✐❝ ❞✐st❛♥❝❡s✱ ❤❛s t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❆❧♠♦st ❛❧❧ ❜❡❛♠s ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❜s♦r❜❡❞ t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t ♦r ✇✐❧❧ ❧❡❛❞
t♦ s♦♠❡ ❞❛♠❛❣❡✱ ❜✉t t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ✇✐t❤ ①✲r❛②s✱ ❡❧❡❝tr♦♥s
♦r ♥❡✉tr♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❜❡❛♠s ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❛t♦♠s✱ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ s❝❛tt❡r✐♥❣
♣r♦❝❡ss❡s✳ ❉✐✛r❛❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❝♦❤❡r❡♥t ❡❧❛st✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❝r②st❛❧
str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ✐t✳ ❳✲r❛②s ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡
❛t♦♠ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❧♦✉❞s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✉tr♦♥s ✇✐t❤ ❛t♦♠ ✐s t❤r♦✉❣❤ ❛ ♥✉❝❧❡❛r r❡❛❝t✐♦♥
❛♥❞ t❤✉s ❝♦♥❝❡r♥s ♣r✐♠❛r✐❧② t❤❡ ♥✉❝❧❡✉s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♥❡✉tr♦♥s ✇✐t❤ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥❡r❣✐❡s ❤❛✈❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t t❤❛t ✐♥t❡r❛❝ts ✇✐t❤ ✉♥♣❛✐r❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ s♣❡❝✐♠❡♥ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ st✉❞✐❡s ♦❢
♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ st✉❞✐❡s ♦❢ ❝r②st❛❧ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡s✳
✷✳✹✳✶ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❳✲r❛② ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥ ❜❡❛♠s
■♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r②✱ ①✲r❛②s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇❤❡♥ ❛♥ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❜❡❛♠ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s str✐❦❡s ❛ ♠❡t❛❧
t❛r❣❡t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❤✐❣❤ ✢✉① ♥❡✉tr♦♥ ❜❡❛♠s ❝❛♥ ♥♦t ❜❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜♦r❛t♦r②✱ ❛♥❞ ❝✉rr❡♥t❧②
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ ♥✉❝❧❡❛r r❡❛❝t♦r ♦r s♣❛❧❧❛t✐♦♥ s♦✉r❝❡✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ①✲r❛②
s♦✉r❝❡s ❤❛✈❡ ♠❛♥② ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦✈❡r ♥❡✉tr♦♥s✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ①✲r❛② ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥
❤❛✈❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♠❡r✐ts✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ s❛♠♣❧❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ♠❛② ♦❢t❡♥
❜❡ ❣♦♦❞ r❡❛s♦♥s t♦ ❝❤♦♦s❡ ❡✐t❤❡r ①✲r❛② ♦r ♥❡✉tr♦♥✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ①✲r❛② ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥ ❛r✐s❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❳✲r❛②s ❛r❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❜② ❡❧❡❝tr♦♥s✱ ❛s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡
s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦❢ ❛t♦♠ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s t❤❡ ❞r❛✇❜❛❝❦ t❤❛t
❧✐❣❤t ❛t♦♠s ❤❛✈❡ ✇❡❛❦ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ①✲r❛② r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❧♦s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥
t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② t❛❜❧❡ ❣❡ts ❞✐✣❝✉❧t✳ ❳✲r❛② s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦❢ ❛♥ ❛t♦♠ ❢❛❧❧s ♦✛ ❞r❛st✐❝❛❧❧② ✇✐t❤
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡✳ ◆❡✉tr♦♥s s❝❛tt❡r ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ♦❢ ❛t♦♠s ✈✐❛ t❤❡
str♦♥❣ ♥✉❝❧❡❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ♥✉❝❧❡✐ ✐♥ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
❧❡♥❣t❤ ❢♦r ♥❡✉tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢r♦♠ ❛t♦♠✐❝ ♥✉❝❧❡✐ ❛♥❞ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♥✉♠❜❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢
t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ♣♦s✐t✐✈❡ ♦r ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❆♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡
♥✉❝❧❡❛r s❝❛tt❡r✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ✶❢♠✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ ①✲r❛②✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥
♦❢ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ✇✐t❤ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❣❧❡✳ ❯♥❧✐❦❡ ①✲r❛②✱ ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ❜❡tt❡r
t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❛t♦♠s t❤❛t ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡
❛t♦♠s t❤❛t ❤❛✈❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ❜✉t ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥s✱ s✉❝❤
❛s ❈❧ ❛♥❞ ❇r✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ❜❡tt❡r ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❜② ①✲r❛② ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✳❬✷✺❪ ◆❡✉tr♦♥s ♣♦ss❡ss ❛♥♦t❤❡r
str❡♥❣t❤ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐❣❤t ❡❧❡♠❡♥ts s✉❝❤ ❛s ❤②❞r♦❣❡♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡r❡ ❛r❡ s♦♠❡ ❛t♦♠s ✇❤❡r❡ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ♥❡✉tr♦♥s ✐s ❛❧♠♦st ③❡r♦✱ s♦ t❤❡s❡ ❛t♦♠s
s✉❝❤ ❛s ✈❛♥❛❞✐✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s s❛♠♣❧❡ ❝♦♥t❛✐♥❡r ❢♦r ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✳ Pr♦❜❛❜❧②✱ t❤❡ ♠♦st
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t ♥❡✉tr♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❛t♦♠✐❝
♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ♥❡✉tr♦♥s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
❛t♦♠✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ✐s ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥ ❝❧♦✉❞✱ t❤❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r ❢♦r ♠❛❣♥❡t✐❝ ♥❡✉tr♦♥
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s❝❛tt❡r✐♥❣ s❤♦✇s ❛ ❢❛❧❧✲♦✛ ❡✛❡❝t s✐♠✐❧❛r ❛s t❤❛t ♦❢ ①✲r❛②s✳
◆♦t❡ t❤❛t ①✲r❛② ❜❡❛♠s ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ✐♥t❡♥s❡ t❤❛♥ ♥❡✉tr♦♥ ❜❡❛♠s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ✉s❡ s♠❛❧❧❡r s❛♠♣❧❡s ❢♦r ①✲r❛② ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ t❤❛♥ ❢♦r ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇✐t❤
①✲r❛② ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✶ ♠♠3✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ s❛♠♣❧❡s
❢♦r ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❛r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ s❡✈❡r❛❧ ❝♠3 ✐♥ ✈♦❧✉♠❡✳ ❋♦r ①✲r❛② ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✱ ✇✐t❤
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❣❡♦♠❡tr② ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮✱ ❡✈❡♥ s♠❛❧❧❡r ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣♦✇❞❡r ✐s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❣❡t q✉✐t❡
❣♦♦❞ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s✳
✷✳✹✳✷ ❳✲r❛② ✐♥str✉♠❡♥ts ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s
✷✳✹✳✷✳✶ ❳✲r❛② ♣♦✇❞❡r ❞✐✛r❛❝t♦♠❡t❡r
❚❤❡ ♣♦✇❞❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠♦st ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ❛ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ❊❛❝❤
♣♦✇❞❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
r❡❝✐♣r♦❝❛❧ ❧❛tt✐❝❡ ♦❢ ❛ ❝r②st❛❧✳ ❚❤✐s ❛❝❝✐❞❡♥t❛❧❧② ❝❛✉s❡s ♣❡❛❦ ♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❡✛❡❝ts ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧t ✐♥
❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❞❛t❛✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ✉s✐♥❣ ♠♦❞❡r♥ ❝♦♠♣✉t❡rs ❛♥❞ s♦❢t✇❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ✇❡❛❧t❤ ♦❢ ✉♥❞❡r✲
♥❡❛t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ♣♦✇❞❡r s❛♠♣❧❡✳ ❆ ❣♦♦❞ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❛ ♣♦✇❞❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❛♥❛❧✲
②s✐s ♠❡t❤♦❞s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✻✳ ❲❤❛t ♠❛❦❡s t❤❡ ♣♦✇❞❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ s♦ ♣♦✇❡r❢✉❧ ✐s t❤❛t ❛
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t ❛ ♠❛t❡r✐❛❧✬s str✉❝t✉r❡ ❛t ✈❛r✐♦✉s ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s✱ ✐ts ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛r❡ ♣r♦♣❡r❧② ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss❡❞✳❬✶✹❪
❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❞❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ✐s ♣r✐♠❛r✐❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢
t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s♣❡❝✐♠❡♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♣r♦♣❡r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❞✐✛r❛❝t♦♠❡t❡r ❛♥❞
❝❛r❡❢✉❧ s❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❛✛❡❝t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❇❡❧♦✇ ✇❡ ✜rst
❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞✐✛r❛❝t♦♠❡t❡rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛♥❞ t❤❡♥ r❡❧❡✈❛♥t ❢❛❝t♦rs ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ q✉❛❧✐t②
♦❢ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳
❚❤r❡❡ ❞✐✛r❛❝t♦♠❡t❡rs✱ ❙✐❡♠❡♥s ❉✺✵✵✵❘✱ ❉✺✵✵✵❚✱ ❇r✉❦❡r ❉✽ ❡r❡ ♠❛✐♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦
❢♦r ♣❤❛s❡ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ r❡✜♥❡♠❡♥t✳
❆♠♦♥❣ t❤❡♠✱ ❛ ❉✺✵✵✵❘ ❞✐✛r❛❝t♦♠❡t❡r ✇✐t❤ ❈♦ ❑αr❛❞✐❛t✐♦♥ s❡❧❡❝t❡❞ ✱ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢②
♠❛t❡r✐❛❧s ✐♥ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♠♦❞❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ❢r♦♠ ❉✺✵✵✵❘ ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② ❛ ♣♦✐♥t
❞❡t❡❝t♦r ♣❧❛❝❡❞ ❛❢t❡r ❛ ❣r❛♣❤✐t❡ ✭✵✵✷✮ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ❜❡❛♠ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t♦r✳ ❉✺✵✵✵❚ ❛♥❞ ❉ ✽
❞✐✛r❛❝t♦♠❡t❡rs ❛r❡ ❜♦t❤ ❡q✉✐♣♣❡❞ ❜② ♣♦s✐t✐♦♥ s❡♥s✐t✐✈❡ ❞❡t❡❝t♦rs ❛♥❞ ✉s❡ ❈✉ ❑α1 r❛❞✐❛t✐♦♥
✜❧t❡r❡❞ ❜② ❛ ●❡ ✭✶✶✶✮ ♣r✐♠❛r② ❜❡❛♠ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t♦r✳ ❚❤❡② ✇❡r❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❤✐❣❤
q✉❛❧✐❧t② ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ str✉❝t✉r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜② ❘✐❡t✈❡❧❞
r❡✜♥❡♠❡♥t✳ ❉✺✵✵✵❚ ✇✐t❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠♦❞❡ ❤❛s t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ♦❢ ❉✺✵✵✵❘ ❛♥❞ ❉✺✵✵✵❚ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✼ ❛♥❞ ✜❣✉r❡ ✷✳✽✱
r❡♣s❡❝t✐✈❡❧②✳
❇♦t❤ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s♣❡❝✐♠❡♥ ❛♥❞ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✐♥str✉♠❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐❧❧ ♥♦✇ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✐♥ t✉r♥ ❢r♦♠ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ Pr♦♣❡r s❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✐♥ ♣♦✇❞❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ Pr❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ❛ ♣♦✇❞❡r
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢ ❉✺✵✵✵❚ ✇✐t❤ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠♦❞❡✳ ❬✶✺❪
♣❛tt❡r♥ ❜② ❡✐t❤❡r ❛❧t❡r✐♥❣ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦r ❞✐st♦rt✐♥❣ s❤❛♣❡ ♦❢ ❇r❛❣❣ r❡✢❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❣r❛✐♥s ✐♥
t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❛♥❞♦♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✱ ❛♥❞ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s✐③❡ ♦❢
♣❛rt✐❝❧❡s ✭❜② ❣r✐♥❞✐♥❣ ✇✐t❤ ❛❣❛t❡ ♠♦rt❛r ❛♥❞ ♣❡st❧❡✮ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✛r❛❝t✐♥❣
♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣♦✇❞❡r st❛t✐st✐❝s✱ t❤❡ ♣♦✇❞❡r s♣❡❝✐♠❡♥ ✐s ♦❢t❡♥ r♦t❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❛❧❧ ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❖♥❡ ✐♠♣r♦♣❡r ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥
✇❤✐❝❤ ❤❛s t♦ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❞✉r✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s t♦ ✜❧❧ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❤♦❧❞❡r t♦♦ ❤✐❣❤ ♦r
t♦♦ ❧♦✇✳ ❇♦t❤ ❝❛✉s❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t s❤✐❢t ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s t❛s❦
❞✐✣❝✉❧t✳ ❲❤❡♥ ♠♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥ ♦♥ s❛♠♣❧❡ ❤♦❧❞❡r✱ s♦♠❡ s♣❡❝✐❛❧ ♣r❡❝❛✉t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡
t❛❦❡♥✳ ❲❤❡♥ ♣❧❛t❡❧❡t✲❧✐❦❡ ♦r ♥❡❡❞❧❡✲❧✐❦❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❣r✐♥❞✐♥❣✱ t❤❡ s❡✈❡r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞
♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦r t❡①t✉r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❛✉s❡❞✳ ❚❤❡② ✇✐❧❧ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❛✛❡❝t ❞✐✛r❛❝t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✳ ❚❛❦❡
❉✺✵✵✵❘ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✜rst✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ❜② ✜❧❧✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛✈✐t② ♦❢
s❛♠♣❧❡ ❤♦❧❞❡r ✇✐t❤ ♣♦✇❞❡r✱ t❤❡♥ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❡①❝❡ss ♣♦✇❞❡r ❢r♦♠ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❤♦❧❞❡r ❜②
❛ s✐♥❣❧❡ s✇❡❡♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ ❛ ❣❧❛ss s❧✐❞❡✳ ◆❡✈❡r ♣r❡ss t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ s❛♠♣❧❡ ❤♦❧❞❡rs ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ str♦♥❣ ♣r❡❢❡rr❡❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✳ ❋♦r t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠♦❞❡✱ s✉❝❤ ❛s ❉✺✵✵✵❚✱
t❤❡ s❛♠♣❧❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ❜② ❞✉st✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❞❡r ♦♥ ❛♥ tr❛♥s♣❛r❡♥t t❛♣❡ ✇✐t❤ ♦♥❡ s✐❞❡
❣❧✉❡❞✳ ❚❤❡♥✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ♠❛❦❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠♦r❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡
t❛♣❡ ✉s✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ❜r✉s❤✳
❲❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t r❡❧❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♠❛♥② ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐❧❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡
q✉❛❧✐t② ♦❢ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ❞❛t❛✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ❤❡r❡ ♦♥❧② ♣❛② ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✇❛✈❡✲
❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ s❝❛♥♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥tr♦❧✱ s✐♥❝❡ ♠❛♥② ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t♦rs r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
✐♥str✉♠❡♥t ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛♥❞ ✜①❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❝♦♠❡s
❢r♦♠ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳ ▲♦♥❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s s✉❝❤ ❛s ❋❡ ❛♥❞ ❈♦ ❛r❡
♣r❡❢❡r❛❜❧② ✉s❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❧❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ♦❢ ❣r❡❛t❡r ✐♥t❡r❡st✳ ❆♥♦t❤❡r ♠♦st
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✐♠♣♦rt❛♥t s❡❧❡❝t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐✉♠ ✐s ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤❡ ❞✐✛r❛❝t❡❞ s♣❡❝✐♠❡♥ ❝♦♥t❛✐♥s ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡❧❡✲
♠❡♥ts ✇✐t❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡✐r ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡❞❣❡s ❧♦❝❛t❡❞ ❥✉st ❛❜♦✈❡ t❤❡ ✉s❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
✭✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✉s❡❞ ①✲r❛②s✮✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ ❑✲❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❡❞❣❡ ♦❢ ❈♦ ✐s ❛❜♦✉t ✶✳✼✹➴✳ ❚❤❡
str♦♥❣❡st ❑α s♣❡❝tr❛❧ ❧✐♥❡s ♦❢ ❝♦♣♣❡r ❤❛✈❡ t②♣✐❝❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✶✳✺✹➴✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r
❉✽ ❛♥❞ ❉✺✵✵✵❚ ❞✐✛r❛❝t♦♠❡t❡rs✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥❡❛r❧② ❛❧❧ ❑α ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❈✉ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ❛❜✲
s♦r❜❡❞ ❜② ❈♦ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐♠❡♥✱ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ str♦♥❣ ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✱ s♦ t❤❛t t❤✐s t②♣❡
♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ✉♥s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ①✲r❛② ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❈♦✲❜❡❛r✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱
❞✐✛r❛❝t♦♠❡t❡r s✉❝❤ ❛s ❉✺✵✵✵❘ ✇✐t❤ ❈♦ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✐s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤✐s ❝❛s❡✳ ❚❤❡ t✇♦
♠♦st s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ st❡♣✲s❝❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ t✉♥❡❞ ❢r❡❡❧② ❜② ✉s❡r✱
❛r❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ st❡♣ △2θ ❛♥❞ ❝♦✉♥t✐♥❣ t✐♠❡✱ t✳ ❋♦r ✉s✐♥❣ ❈✉ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ t❤❡ st❡♣ s✐③❡ ✐s
t②♣✐❝❛❧❧② ❝❤♦s❡♥ ❛s ✵✳✵✷✳ ❇✉t ✐t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ♠❛♥② ❢❛❝t♦rs ❛✛❡❝t st❡♣✲s✐③❡ ❢♦r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥
♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❛♥❞ ❛ r✉❧❡ ♦❢ t❤✉♠❜ ❢♦r ✐ts s❡❧❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❛t ❛t ❧❡❛st ✽✲✶✷ ♣♦✐♥ts s❤♦✉❧❞ ❜❡
r❡❝♦r❞❡❞ ❢♦r ✇❡❧❧✲r❡s♦❧✈❡❞ ♣❡❛❦s ✭✇✐t❤♦✉t ♦❜✈✐♦✉s ♦✈❡r❧❛♣✮ ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ ❢✉❧❧ ✇✐❞t❤ ❛t ❤❛❧❢ ♠❛①✲
✐♠✉♠ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥ s❤❛♣❡✳❬✶✹❪ ❈♦✉♥t✐♥❣ t✐♠❡ ✐s
❛ ✈❡r② ✢❡①✐❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❢♦r s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ str♦♥❣ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❧♦♥❣ ❝♦✉♥t✐♥❣ t✐♠❡
♠❛② ❜❡ ❤❡❧♣❢✉❧ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ✐♥t❡♥s✐t②✳
✷✳✹✳✷✳✷ ❳✲r❛② s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ❞✐✛r❛❝t♦♠❡t❡r
❚❤❡ ♠♦st ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡s ✐s s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧
❛♥❛❧②s✐s✳ ❙✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ①✲r❛② ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦♥
❑❛♣♣❛ ❈❈❉ ❞✐✛r❛❝t♦♠❡t❡r ✉s✐♥❣ ❆❣ ❑α1 r❛❞✐❛t✐♦♥ ✭✵✳✺✻✵✽✼ ➴✮✳ ❯♥✐t ❝❡❧❧ r❡✜♥❡♠❡♥t ✇❛s
❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❉✐r❛① ✭❉✉✐s❡♥❜❡r❣ ✫ ❙❝❤r❡✉rs✱ ✶✾✽✾✲✷✵✵✵✮✱ t❤❡♥ ❊✈❛❧❈❈❉ ✇❛s
✉s❡❞ ❢♦r ❞❛t❛ r❡❞✉❝t✐♦♥❬✶✽❪✳ ❋✐♥❛❧ str✉❝t✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❙■❘✾✼❬✶✾❪✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞
❜② str✉❝t✉r❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❙❍❊▲❳▲✲✾✼✭❙❤❡❧❞r✐❝❦✱ ✶✾✾✼✮✳
✷✳✹✳✸ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ ♣♦✇❞❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥
❆❜ ✐♥✐t✐♦ ✐♥❞❡①✐♥❣ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛♥❞ r❡✜♥❡ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❣✐✈❡
♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣✳ ❆ s✐♥❣❧❡✲♣❤❛s❡ ♣♦✇❞❡r ❛♥❞ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥
✇✐t❤ ❣♦♦❞ q✉❛❧✐t② ❛r❡ ♣r❡r❡q✉✐s✐t❡✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ✐♥❞❡①✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠s s✉❝❤ ❚r❡♦r✱ ❉✐❝✈♦❧
❛♥❞ ■❚❖ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❢♦r ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥
♣❤❛s❡✳ ❉✐❝✈♦❧ ✐s ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❡①❤❛✉st✐✈❡ tr✐❛❧✲❛♥❞✲❡rr♦r ✐♥❞❡①✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠ ✇✐t❤ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢
♣❛r❛♠❡t❡rs ❜② s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❞✐❝❤♦t♦♠② ❛♥❞ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✈♦❧✉♠❡✳❬✶✻❪ ❚❤❡ ✐♥❞❡①✐♥❣
str❛t❡❣② ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡①♣❧♦r✐♥❣ ❢♦r ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❤✐❣❤ t♦ ❧♦✇ s②♠♠❡tr② ✉s✐♥❣ ♣❛rt✐t✐♦♥✐♥❣ ♦❢
t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥ ✹✵✵➴3 ✐♥❝r❡♠❡♥ts ✭❡①❝❡♣t ❢♦r ❛ tr✐❝❧✐♥✐❝ ❝❛s❡✮✳❬✶✹❪ ❉✐❝✈♦❧ ♦r ❚r❡♦r ❛r❡
✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❋✉❧❧♣r♦❢ ❙✉✐t❡ ♣r♦❣r❛♠✳ ❲❡ ♥♦✇ t❛❦❡ ❉✐❝✈♦❧ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ t♦ ❞❡❞✉❝❡
t❤❡ ✐♥❞❡①✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐s t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r ♣❡❛❦s ❛♥❞ ❡①tr❛❝t t❤❡ ♣❡❛❦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❢r♦♠ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ✉s✐♥❣ ❲✐♥P❧♦t❘✭✷✵✵✻✮✳ ❲❤❡♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❉✐❝✈♦❧ ❢♦r♠❛t t♦ s❛✈❡ t❤❡
♣❡❛❦s✱ ❛❧❧ t❤❡ ❞❛t❛ ❛r❡ r❡❞✐r❡❝t❡❞ t♦ ❉✐❝✈♦❧✳ ❇② r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ❉✐❝✈♦❧ ♣r♦❣r❛♠✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✉♥✐t
❝❡❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❛ P❈❘ ✜❧❡ ❛r❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞✳ ❆ ▲❡❜❛✐❧ ✜t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞✳
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s✱ t❤❡ ❈❤❡❝❦❣r♦✉♣ ♣r♦❣r❛♠ s✉❣❣❡sts ❛ t❡♥t❛t✐✈❡
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s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣✳
❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ ♣♦✇❞❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❋❖❳ ✭❢r❡❡ ♦❜❥❡❝ts ❢♦r ❝r②st❛❧✲
❧♦❣r❛♣❤②✮ ♣r♦❣r❛♠ ✇❛s ✉s❡❞✳❬✶✼❪ ■t ✉s❡s ❛ ❣❧♦❜❛❧✲♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡
❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ tr✐❛❧s ✐♥ ❞✐r❡❝t s♣❛❝❡✳ ❯s✐♥❣ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✱ t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❛♣♣r♦❛❝❤
❧❡❛❞ t♦ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳ ❇✉t ✈❡r② ♦❢t❡♥✱ ❢❛❧s❡ ♠✐♥✐♠❛ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r s♣❛❝❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛tt❛✐♥❡❞✱
❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ tr❛♣♣❡❞ ✐♥ ❛ ❧♦❝❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠✐♥✐♠✉♠✳
❚♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♣♣✐♥❣ ❡✛❡❝t✱ ♣❛r❛❧❧❡❧ t❡♠♣❡r✐♥❣ ✐s ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥t♦ t❤✐s ♦♣t✐♠✐③❛✲
t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ❋❖❳✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❋❖❳ st❛rts ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❞❡①✐♥❣ st❡♣ ❢♦r ❛♥
✉♥❦♥♦✇♥ ♣❤❛s❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❉■❈❱❖▲ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
s✉❝❝❡ss✐✈❡ ▲❡❇❛✐❧ ✜ts ❢♦r ❛❧❧ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣s ♦❢ ▲❛✉❡ s②♠♠❡tr② ❧♦✇❡r ♦r ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ▲❛✉❡ ❝❧❛ss
♦❢ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧✳✳ ❚❤❡♥ ❛ r❛♥❞♦♠ ❛t♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣✲
t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ t♦ ❣❡t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ❛t♦♠s✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❘✐❡t✈❡❧❞
r❡✜♥❡♠❡♥t ✉s✐♥❣ ❋✉❧❧♣r♦❢ ❙✉✐t❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❋❖❳✱ t❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡
♦❢ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❤❛s❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✳
✷✳✹✳✹ ◆❡✉tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡
✷✳✹✳✹✳✶ ◆❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t♦♠❡t❡r❬✷✵❪
❚❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡s♣r❡❛❞ ✉s❡ ♦❢ ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢
♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❉✶❇ s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ❛t ■♥st✐t✉t ▲❛✉❡ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ✭■▲▲✮ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ♦♥ ♣♦✇❞❡r s❛♠♣❧❡s✳ ❉✶❇ ✐s ❛ t✇♦✲❛①✐s s♣❡❝tr♦♠❡t❡r ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦
❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ♥❡✉tr♦♥ ✢✉①✳ ❚❤❡ ❧❛②♦✉t ♦❢ ✐♥str✉♠❡♥t ♦❢ ❉✶❇ ✐s s❤♦✇♥
✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✾✳ ❚❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ✐s s♣❡❝✐❛❧❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡s ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ s♣❛t✐❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛t ❧♦✇ ❛♥❣❧❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❋❲❍▼ r❡❛❝❤❡s ✵✳✷➦ ✭❢♦r ❛ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤
❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ✽♠♠✮ ❛r♦✉♥❞ ✷θ❂✹✵➦✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ♣②r♦❧②t✐❝ ❣r❛♣❤✐t❡ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t♦r ✇✐t❤
✭✵✵✷✮ ❇r❛❣❣ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❣✐✈❡s ♥❡✉tr♦♥ ✢✉① ♦❢ ✻✳✺×106 ♥ ❝♠−2 s−1 ✇✐t❤ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✷✳✺✷➴✳
❚❤❡ ❤✐❣❤ ✢✉① ❛❧❧♦✇s t♦ ❞❡t❡❝t ✇❡❛❦ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❧♦♥❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✐s ♥♦t ❛
❧✐♠✐t❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❛♥❣❧❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡
r❛♣✐❞ ❢❛❧❧ ♦✛ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r✳
❆♥ ✶✳✷✽➴ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✭✸✶✶✮ ❇r❛❣❣ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❡r♠❛♥✐✉♠♠♦♥♦❝❤r♦✲
♠❛t♦r ✐s ❛❧s♦ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❛ ❧❛r❣❡r ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝✐♣r♦❝❛❧ s♣❛❝❡ ❛♥❞ r❡✜♥❡
t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r str✉❝t✉r❡✳ ❲✐t❤ t❤✐s ♠♦❞❡✱ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ♥❡✉tr♦♥ ✢✉① ♦♥t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞
t♦ ✵✳✹×106 ♥ ❝♠−2 s−1✳ ❉✶❇ ✐s ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ s❡♥s✐t✐✈❡ ❞❡t❡❝t♦r ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛
s②st❡♠ ♦❢ ♠✉❧t✐✲❡❧❡❝tr♦❞❡s ✇✐t❤ ✶✷✽✵ ❝❡❧❧s✱ ✇❤✐❝❤ s♣❛♥ ❛ ✷θ r❛♥❣❡ ♦❢ ✶✷✽➦ ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r
r❛♥❣❡ ♦❢ ✵✳✽✲✶✷✽✳✽➦✳ ❙❡✈❡r❛❧ s❛♠♣❧❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t②♣✐❝❛❧ ♦r❛♥❣❡ ❝r②♦st❛t✱ ❣✐✈❡
❛❝❝❡ss t♦ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✶✳✼❑ t♦ ✸✵✵❑✳ ❱❛♥❛❞✐✉♠ s❛♠♣❧❡ ❝♦♥t❛✐♥❡r ❛❧♠♦st t♦t❛❧❧②
s♣✐♥ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t✱ ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞✳
✷✳✹✳✹✳✷ ▼❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r✲
❡♥t✐❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝r♦ss s❡❝t✐♦♥✱❬✷✸❪ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
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dσM
dΩ
(Q) =
(2π)3
V
N
∑
H
∑
k
| FM⊥(Q) |
2
δ(Q−H− k) ✭✷✳✶✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s✿
FM (Q = H+ k) = p
∑
ν
fν(Q)mν,k exp(iQ. rν) ✭✷✳✷✮
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ❢♦❧❧♦✇s t❤r❡❡ st❡♣s✿ ✭✐✮ t❤❡ ✐❞❡♥✲
t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs k ❛t ❧♦✇❡st t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✭✐✐✮ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts mν,k ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡s❡ ❋♦✉r✐❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❣✐✈✐♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ♦❢ t❤❡ tr✉❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❑✲s❡❛r❝❤ s♦❢t✇❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
✐♥t♦ ❋✉❧❧♣r♦❢ ❙✉✐t❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡
t✇♦ r❡♠❛✐♥✐♥❣ st❡♣s✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜② s②♠♠❡tr② ❛♥❛❧②s✐s✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❇❡rt❛✉t✳❬✷✷❪ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ ✇❡ ✉s❡❞ t❤❡ t✇♦ s♦❢t✇❛r❡s ❙❆❘❆❤✲
❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♥ ❛♥❛❧②s✐s❬✷✶❪ ❛♥❞ ❇❛s■r❡♣s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ ❋✉❧❧♣r♦❢ ❙✉✐t❡❬✷✸❪✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝✲
t✉r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✉s✐♥❣ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ t❤❡♦r②✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥t♦ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ❧✐tt❧❡ ❣r♦✉♣s ❛♥❞ ❜❛s✐❝ ✈❡❝t♦rs ❢♦r
❛t♦♠✐❝ ♠♦♠❡♥ts✱ ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ ❦ ✈❡❝t♦r ♠❛② ❜❡ ❛♥② ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ✜rst ❇r✐❧❧♦✉✐♥ ③♦♥❡✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ ❡✐t❤❡r ❛
❝♦♠♠❡♥s✉r❛t❡ str✉❝t✉r❡ ♦r ❛♥ ✐♥❝♦♠♠❡♥s✉r❛t❡ ♦♥❡✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ✐♥❝♦♠♠❡♥s✉r❛t❡ str✉❝t✉r❡s✿ s✐♥
✇❛✈❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❡❧✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡
✇✐t❤ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r
❝♦♠♣♦✉♥❞s ✇✐t❤ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛t❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s②♠♠❡tr② ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✱✻✱ ✼ ❛♥❞ ✽✳ ❆♥❞
✐♥❝♦♠♠❡♥s✉r❛t❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✽✳
✷✳✺ ▼❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡r❡ t❛❦❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ ◗✉❛♥t✉♠ ❉❡s✐❣♥
▼P▼❙ ❳▲ ❛♥❞ ▼P▼❙ ❙◗❯■❉ ❱❙▼ ❞❝ ♠❛❣♥❡t♦♠❡t❡r✳ ❇♦t❤ t❤❡♠ ❡①❤✐❜✐t ✈❡r② ❤✐❣❤ s❡♥s✐✲
t✐✈✐t②✱ ❛♥❞ ❙◗❯■❉ ❱❙▼ ❤❛s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♠❡r✐t ♦❢ s♣❡❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢
❱❙▼ ❛♥❞ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ❛ ❙◗❯■❉ ♠❛❣♥❡t♦♠❡t❡r✳
✷✳✺✳✶ ▼P▼❙❴❳▲
❚❤❡ ◗✉❛♥t✉♠ ❉❡s✐❣♥ ▼P▼❙ ❳▲ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✿ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♥tr♦❧ s②s✲
t❡♠✱ ♠❛❣♥❡t ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠✱ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ q✉❛♥t✉♠ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❞❡✈✐❝❡ ✭❙◗❯■❉✮ ❛♠♣❧✐✜❡r
s②st❡♠✱ s❛♠♣❧❡ ❤❛♥❞❧✐♥❣ s②st❡♠ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡r ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠✳❬✼❪ ❆♠♦♥❣ t❤❡♠✱ t❤❡ ❙◗❯■❉
❞❡t❡❝t♦r ✐s t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ❞❡t❡❝t✐♦♥ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢
▼P▼❙✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ✐s ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✶✵−8 ❡♠✉✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
✐t ✐s ❡①tr❡♠❡❧② s❡♥s✐t✐✈❡ ❢♦r ❛❧❧ ❦✐♥❞s ♦❢ ❆❈ ❛♥❞ ❉❈ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡
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✐s ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇✐t❤ ❍❡❧✐✉♠ ✢♦✇ ❝r②♦st❛t✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♦❧❡❞ ❞♦✇♥ t♦ ❛ ❜❛s❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✶✳✼ ❑✳ ❆ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❜② ❛ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣
♠❛❣♥❡t✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ✵✲✺❚✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡
❝♦♠♣✉t❡r ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✉s✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❜② ◗✉❛♥t✉♠ ❉❡s✐❣♥✳ ❉❛t❛
❝❛♥ ❜❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ µ0❍ ❂ ✵ t♦ ➧ ✺❚ ❛♥❞ ❚ ❂ ✶✳✼ ❑ t♦ ✹✵✵ ❑✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♠❡❛s✉r❡
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ♠♦✉♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❛ ♣❧❛st✐❝ str❛✇
♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r ⑦✺♠♠ ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤ ⑦✶✾✳✻❝♠✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝❤❛♠❜❡r ✇✐t❤ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢
✾ ♠♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐❛♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ ♣♦✇❞❡r s❛♠♣❧❡ ✐s
t✐❣❤t❧② ✇r❛♣♣❡❞ ✉♣ ❜② t❤✐♥ ✜❧♠✳
❊✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❛t ❙◗❯■❉ ✐s t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ ✐t
❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛s✉r❡ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉①✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ ❙◗❯■❉ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ ❤✐❣❤❧②
❧✐♥❡❛r ❝✉rr❡♥t✲✈♦❧t❛❣❡ ❝♦♥✈❡rt♦r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❆❈✴❉❈ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠♦❞❡s✱
t❤❡ ▼P▼❙ ❢❡❛t✉r❡s ❛ r❡❝✐♣r♦❝❛t✐♥❣ s❛♠♣❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✭❘❙❖✮✳ ❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢❡❛t✉r❡s s♠❛❧❧
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❛ s❛♠♣❧❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ▼P▼❙ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❣r❛❞✐♦♠❡t❡r✳
❚❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❆❈ s✐❣♥❛❧ t❤❛t ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❙◗❯■❉
s❡♥s♦r✳ ❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✵✳
❚❤❡ ♣❧❛st✐❝ str❛✇ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♠♦✈❡s ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❜❡t✇❡❡♥ t❤r❡❡ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❞❡✲
t❡❝t✐♦♥ ❝♦✐❧s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❝✉rr❡♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ❢r♦♠ s❛♠♣❧❡ ✐s ✐♥❞✉❝❡❞✳
❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝♦✐❧s✱ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ ✇✐r❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❙◗❯■❉ ✐♥♣✉t ❝♦✐❧ ❢♦r♠ ❛ ❝❧♦s❡❞
s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❧♦♦♣✱ ❛♥② ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉① ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝♦✐❧s ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❝❤❛♥❣❡
✐♥ t❤❡ ♣❡rs✐st❡♥t ❝✉rr❡♥t ✐♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝✐r❝✉✐t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s str✐❝t❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡
✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✢✉①✳ ❚❤✉s s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛s s♠❛❧❧
❝✉rr❡♥t✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❙◗❯■❉ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥ ♦✉t♣✉t ✈♦❧t❛❣❡ ✇❤✐❝❤ ✐s str✐❝t❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❙◗❯■❉ ✐♥♣✉t ❝♦✐❧✳ ❙❛♠♣❧❡s ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ✷✵ t♦ ✹✵ ♠❣ ❜✉t str♦♥❣❧②
♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧s ❝❛♥ ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❧❡ss ♠❛t❡r✐❛❧✳
❆❧❧ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ ③❡r♦✲✜❡❧❞ ❝♦♦❧✐♥❣ ✭❩❋❈✮ ❛♥❞ ✜❡❧❞
❝♦♦❧✐♥❣ ✭❋❈✮ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❩❋❈ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❛s ✜rst ❝♦♦❧❡❞ ❞♦✇♥
t♦ ✷❑ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✭t②♣✐❝❛❧❧② ✶✵✵❖❡✮
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ s❛♠♣❧❡ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ ✇❛r♠✐♥❣✳ ❚❤❡ ❋❈ ♣r♦❝❡ss ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤
♦♣♣♦s✐t❡ ♠❛♥♥❡r✳
■♥ ❛♥ ❆❈ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥ ♦s❝✐❧❧❛t✐♥❣ ❆❈ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥
✢✉① s❡❡♥ ❜② t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝✐r❝✉✐tr② ✐s ❝❛✉s❡❞ ♦♥❧② ❜② t❤❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡
s❛♠♣❧❡ s✐♥❝❡ ✐t r❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❆❈ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ❆❈ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡s❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❤❛✈✐♥❣ ❜♦t❤ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♠❛❣✐✲
♥❛r② ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✳ ❆ st❛♥❞❛r❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♦❢ t❤❡ ❆❈ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ s❛♠♣❧❡ ✐s ❛ t✇♦✲♣♦✐♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❤❛t ♣♦s✐t✐♦♥s t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥
t✇♦ ❧♦❝❛t✐♦♥s ✭t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♣✐❝❦✉♣ ❝♦✐❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠✐❞❞❧❡ ❝♦✐❧s✮
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❙◗❯■❉ ♣✐❝❦✉♣ ❝♦✐❧s ❛♥❞✱ ❛t ❡❛❝❤ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❛ ♥✉❧❧✐♥❣ ✇❛✈❡❢♦r♠
♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡✬s ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t✳ ❇② t❤✐s ✇❛②✱ ❛❧❧ s♣✉r✐♦✉s s✐❣♥❛❧s ❛t t❤❡ ❆❈ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❢r❡q✉❡♥❝② ❛r❡ ♥✉❧❧❡❞✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❡①tr❡♠❡❧② ❛❝❝✉r❛t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❆❈ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ❘❙❖ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡❬✼❪
✷✳✺✳✷ ❙◗❯■❉✲❱❙▼
❲✐t❤ ♦♣t✐♠✐③❡❞ s♣❡❡❞ ❛♥❞ s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ t❤❡ ▼P▼❙ ❙◗❯■❉ ❱❙▼ ✉t✐❧✐③❡❞ s♦♠❡ ❛♥❛❧②t✐❝ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❜② ❱✐❜r❛t✐♥❣ ❙❛♠♣❧❡ ▼❛❣♥❡t♦♠❡t❡rs ✭❱❙▼s✮✳❬✽❪ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s
✈✐❜r❛t❡❞ ❛t ❛ ❦♥♦✇♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ♣❤❛s❡✲s❡♥s✐t✐✈❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❢♦r r❛♣✐❞ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝✲
t✐♦♥ ❛♥❞ s♣✉r✐♦✉s s✐❣♥❛❧ r❡❥❡❝t✐♦♥✳ ❯♥❧✐❦❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✭♥♦♥✲s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣✮ ❱❙▼s✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢
t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ s❛♠♣❧❡ ✐s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✈✐❜r❛t✐♦♥✱ ❜✉t ♦♥❧② ♦♥
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ❙◗❯■❉
❞❡t❡❝t✐♦♥ ❝✐r❝✉✐t✳ ❚❤❡ ▼P▼❙ ❙◗❯■❉ ❱❙▼ ✉s❡s ❛ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ♠❛❣♥❡t ✭❛ s♦❧❡♥♦✐❞ ♦❢
s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ✇✐r❡✮ t♦ s✉❜❥❡❝t s❛♠♣❧❡s t♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ✉♣ t♦ ✼ ❚❡s❧❛✳ ❚❤❡ ❙◗❯■❉ ❛♥❞
♠❛❣♥❡t ♠✉st ❜♦t❤ ❜❡ ❝♦♦❧❡❞ ✇✐t❤ ❧✐q✉✐❞ ❤❡❧✐✉♠✳ ▲✐q✉✐❞ ❤❡❧✐✉♠ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♦❧ t❤❡ s❛♠♣❧❡
❝❤❛♠❜❡r✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ s❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ ✹✵✵ ❞♦✇♥ t♦ ✶✳✽ ❑✳ ❚♦ ❤❡❧♣ ❝♦♥s❡r✈❡
❧✐q✉✐❞ ❤❡❧✐✉♠✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ✉s❡ ❧❡ss ❝♦st❧② ❧✐q✉✐❞ ♥✐tr♦❣❡♥ t♦ ✐♥t❡r❝❡♣t ❤❡❛t ❜♦✉♥❞
❢♦r t❤❡ ❤❡❧✐✉♠ t❛♥❦✳ ❚❤❡ ❙◗❯■❉ ❱❙▼ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ♦♣❡r❛t❡ ♣r♦♣❡r❧② ✇✐t❤ ❜♦t❤ ❝r②♦❣❡♥s ✐♥ ✉s❡✿
❧✐q✉✐❞ ❤❡❧✐✉♠ ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞ ♥✐tr♦❣❡♥✳
✷✳✻ ❍❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡r❡ ❛❧❧ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ ❛ ◗✉❛♥t✉♠ ❉❡s✐❣♥
P❤②s✐❝❛❧ Pr♦♣❡rt✐❡s ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❙②st❡♠ ✭PP▼❙✮✳ ❚❤❡ PP▼❙ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ♦♣t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡s
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t❤❡ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ s❛♠♣❧❡ ❛t ❝♦♥st❛♥t ♣r❡ss✉r❡ ❜② ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❤❡❛t ❛❞❞❡❞ t♦ ❛♥❞ r❡♠♦✈❡❞
❢r♦♠ ❛ s❛♠♣❧❡ ✇❤✐❧❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❉✉r✐♥❣ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱
❛ ❦♥♦✇♥ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❤❡❛t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t ❝♦♥st❛♥t ♣♦✇❡r ❢♦r ❛ ✜①❡❞ t✐♠❡✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤✐s ❤❡❛t✲
✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ❝♦♦❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❞✉r❛t✐♦♥✳❬✾❪ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦❢ t❤❡r♠❛❧
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s t♦ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ ♣❧❛t❢♦r♠✱ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ♣✉❝❦✱ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✶❬✾❪✳
❚❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❤❡❛t❡r ❛♥❞ ♣❧❛t❢♦r♠ t❤❡r♠♦♠❡t❡r ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ t♦ t❤❡ ❜♦tt♦♠ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡
♣❧❛t❢♦r♠✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② s♠❛❧❧ ✇✐r❡s ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✳ ❆ ❣♦♦❞
t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥t❛❝t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐s ❡♥s✉r❡❞ ❜② ♠♦✉♥t✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t♦
t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ t❤✐♥ ❧❛②❡r ♦❢ ❣r❡❛s❡✳
■♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ t❤❡ ❜❛s✐❝ ♣✉❝❦ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡s s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡s ✇❡✐❣❤✐♥❣
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶ t♦ ✷✵✵ ♠❣✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❢r♦♠ ❧❛r❣❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞
❛❝❝✉r❛❝② ❢❛❝t♦r ❢r♦♠ s♠❛❧❧ s❛♠♣❧❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❜② ❛❞❞❡♥❞❛ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t②✱ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❛♠♣❧❡
♠❛ss ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✸⑦✺♠❣✳ ❚❤❡ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ♦♣t✐♦♥ ❝❛♥ ♠❡❛s✉r❡ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ✉♣
t♦ ❛❜♦✉t ✹✵✵ ❑✱ ❜✉t t❤❡ ✇♦rt❤✇❤✐❧❡ ♥♦t❡ ✐s t❤❛t ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t✐♠❡s ❣❡t
r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦♥❣ ❛❜♦✈❡ ✶✵✵ ❑✳
❆ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠♦st ❜❛s✐❝ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢
t❤❡ r❛✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❞❛t❛✱ ♠❛❦❡s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❛r❡
✐♥ ❣♦♦❞ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛♥❞ ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❛t t❤❡ s❛♠❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ■♥ t❤✐s s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②✿
Ctotal
dT
dt
= −Kw(T − Tb) + P (t) ✭✷✳✸✮
✇❤❡r❡ ❈total ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s②st❡♠❀ ❑w✐s t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ✇✐r❡s❀ ❚b✐s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❜❛t❤❀ P✭t✮ ✐s t❤❡ ♣♦✇❡r ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ❤❡❛t❡r✳
❇② s♦❧✈✐♥❣ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❡ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❞❡❝❛②
t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
T (t) ∼ e−
t
τ , τ =
Ctotal
Kw
✭✷✳✹✮
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠
♣✉❝❦ ❛♥❞ ✉s❡❞ ❣r❡❛s❡ ♠✉st ❜❡ s✉❜tr❛❝t❡❞✱ s♦ ❛♥ ❛❞❞❡♥❞❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✜❧❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞
❜❡❢♦r❡ ❛♥② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ s❛♠♣❧❡✳
✷✳✼ ▼❛❣♥❡t♦✲❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❆ ❝♦♠♠♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ♦r ✐♥❞✉❝❡❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣②✲
r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t✳ P②r♦❡❧❡❝tr✐❝✐t② ✐s t❤❡ ❛ ✜rst r❛♥❦ t❡♥s♦r ♣r♦♣❡rt② ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ ❝❤❛♥❣❡
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ P t♦ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ δT ✳ ❚❤✐s r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
Ps = p(T )δT [C/m2] ✭✷✳✺✮
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ❚❤❡r♠❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s t♦ s❛♠♣❧❡ ❛♥❞ s❛♠♣❧❡ ♣❧❛t❢♦r♠❬✶✷❪
❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ♦❝❝✉rs ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ♣♦❧❛r ♣♦✐♥t✲❣r♦✉♣ s②♠♠❡tr②✳ ■♥
❛♥ ✐♦♥✐❝ ❝r②st❛❧ ✇✐t❤ ♣♦❧❛r s②♠♠❡tr②✱ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❜❡t✇❡❡♥ ✐♦♥s t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ✇✐t❤ ❝❤❛♥❣✐♥❣
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ♥❡t ❞✐♣♦❧❡ ♠♦♠❡♥t ❛♥❞ ❛ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝✉rr❡♥t ✐♥ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡✳ ❆♥
❡❧❡❝tr♦❞❡❞ s❛♠♣❧❡ ✐s ❤❡❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❝❤❛♠❜❡r ❛♥❞ ✐ts ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠♦♥✐t♦r❡❞
❛s ❝✉rr❡♥t✳ ❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✿
I = p(T )AdT/dt ✭✷✳✻✮
✇❤❡r❡ ■ ✐s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❝✉rr❡♥t✱ ❆ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦❞❡❞ s❛♠♣❧❡✱ ❛♥❞
♣✭❚✮ ✐s t❤❡ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛t ❚✳ ❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ✷✳✺ ❛♥❞ ✷✳✻✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿
Ps =
I
A
dt ✭✷✳✼✮
❚❤✉s✱ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣②r♦❝✉rr❡♥t t♦ t✐♠❡✱ t❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
♦❜t❛✐♥❡❞✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣♦❧✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛❧✐❣♥ t❤❡ ♥❡t ❞✐♣♦❧❡
♠♦♠❡♥ts ♦❢ r❛♥❞♦♠❧② ♦r✐❡♥t❡❞ ❞♦♠❛✐♥s✳
❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ s❡t✲✉♣ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✷✳
❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ♠♦✉♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❤♦❧❞❡r ✭s❡❡ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✸✮ ✇❛s tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❝r②s♦st❛t
✇✐t❤ ❍❡✹ ✜❧❧❡❞ ✭t❤❡ ❍❡ ❣❛s ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡❣✉❧❛t❡ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✮ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❧♦♥❣ st✐❝❦✳ ❚❤❡
s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t♦r ♠❛❣♥❡t ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ s❡t✲✉♣ ✇❤✐❝❤ s✉♣♣❧✐❡s ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❛t✐s❢② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r✐❡♥❛t✐♦♥s✳
❙❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✿ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❛s ♣r❡ss❡❞ ✐♥t♦ ♣❡❧❧❡ts ❛s t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ ❝❛♣❛❝✐t♦r✱
❛♥❞ t❤❡♥ ✇❛s ❝♦❛t❡❞ ✇✐t❤ s✐❧✈❡r ❡♣♦①② ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s t♦ ♠❛❦❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ❚❤❡
❡❧❡❝tr♦❞❡❞ s❛♠♣❧❡ ✇❛s ❝♦♥t❛❝t❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♣♣❡r ✇✐r❡s✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✷✳✶✸✳ ❚❤❡ t✇♦ ♣♦✐♥ts
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ ❛ ❑❡✐t❤❧❡② ✻✺✶✼❆ ❡❧❡❝tr♦♠❡t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡ ❛ ✈♦❧t❛❣❡
s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s❡ ❛♠♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ❝✐r❝✉✐t s❡t✉♣ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ tr✐❛①✐❛❧ ❝❛❜❧❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥♥❡❝ts t❤❡
❛♠♠❡t❡r ♣r♦❜❡ t♦ ♦♥❡ s✐❞❡ ♦❢ s❛♠♣❧❡ ❜② ❈✉ ✇✐r❡s✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦❛①✐❛❧ ❝❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡❝ts ❛♥♦t❤❡r s✐❞❡
♦❢ s❛♠♣❧❡ t♦ ✈♦❧t❛❣❡ s♦✉r❝❡✱ ✐♥t❡r❝❡♣t❡❞ ❜② ❛ ❜♦① ❛❝t❡❞ ❛s ❛ s❤✐❡❧❞✳ Pr❡❝❛✉t✐♦♥ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
t❛❦❡♥ ❢♦r t❤❡ s❤✐❡❧❞✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡r② s♠❛❧❧ s✐❣♥❛❧✳
❚❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✳ ■t ✇❛s ♣❡r❢♦♠❡❞ ❜②
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s ❊ ♦❢ ✷✵✵❱ ❛♥❞ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ✽❚ ✐♥ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r
❞✐r❡❝t✐♦♥s ✭❢♦r ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ♦♥❧② ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✮✱ ❛t ✶✵✵❑
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Chapter 2: Experimental methods
❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♦❧❡❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞♦✇♥ t♦ ✷❑✳ ❆t ✷❑✱ ❜♦t❤ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ✇❡r❡ r❡♠♦✈❡❞✳
❆❢t❡r t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧✐♥❣✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t ✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ❛t ❛r♦✉♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❝❛♥ ❜❡
r❡❝♦r❞❡❞ ♦♥ ✇❛r♠✐♥❣ ❛t ❛ r❛t❡ ♦❢ ✸❑✴♠✐♥ ❜② ♠✉❧t✐♠❡t❡r✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t ♦✈❡r t✐♠❡✳
80
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②
❬✶❪ ❏♦❤♥ ◆✳ ▲❛❧❡♥❛✱ ❉❛✈✐❞ ❆✳ ❈❧❡❛r②✱ ❊✈❡r❡tt ❊✳ ❈❛r♣❡♥t❡r✱ ◆❛♥❝② ❋✳ ❉❡❛♥✱ ■♥♦r❣❛♥✐❝
♠❛t❡r✐❛❧s s②♥t❤❡s✐s ❛♥❞ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥✱ ❲✐❧❡② ■♥t❡rs❝✐❡♥❝❡✱ ✷✵✵✽✳ ✷✱ ✺✼✱ ✻✵✱ ✻✶
❬✷❪ ❏✳ ❇✳ ●♦♦❞❡♥♦✉❣❤✱ ❏✳ ❆✳ ❑❛❢❛❧❛s✱ ❛♥❞ ❏✳ ▼✳ ▲♦♥❣♦✱ ❍✐❣❤✲Pr❡ss✉r❡ ❙②♥t❤❡s✐s✱ Pr❡♣❛r❛t✐✈❡
▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❙♦❧✐❞ ❙t❛t❡ ❈❤❡♠✐str② ✭❆❝❛❞❡♠✐❝ Pr❡ss✱ ■♥❝✳✱ ◆❡✇ ❨♦r❦ ❛♥❞ ▲♦♥❞♦♥✮✱ ✶✾✼✷✳
✺✽✱ ✺✾✱ ✻✵
❬✸❪ ◆✳❆✳ ◆✐❦♦❧❛❡✈ ❛♥❞ ▼✳❉✳ ❙❤❛❧✐♠♦✈✱ ❉❡✈✐❝❡ ❢♦r ♣r♦❞✉❝✐♥❣ s✉♣❡r❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡✱ P❛t❡♥t✱ ❙❯✶✸✸✷✺✾✽✱ ✶✾✾✵✳ ✻✵
❬✹❪ ❈✳ ●♦✉❥♦♥✱ ▼✳ ▲❡❣❡♥❞r❡✱ P✳ P❧❛✐♥❞♦✉①✱ ❆✳ Pr❛t✱ ❘✳ ❇r✉②❡r❡✱ ❆ ♥❡✇ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ t❤❡r♠❛❧
❛♥❛❧②s✐s s❡t✉♣ ❢♦r ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ ❍✐❣❤ Pr❡ss✉r❡ ❘❡s❡❛r❝❤✱
✸✶✱ ✷✵✶✶✱ ✸✼✺✲✸✽✼✳ ✻✵
❬✺❪ ❍✳ ❚r❛❝② ❍❛❧❧✱ ❯❧tr❛✲❍✐❣❤✲Pr❡ss✉r❡✱ ❍✐❣❤✲❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❆♣♣❛r❛t✉s✿ t❤❡ ✧❇❡❧t✧✱ ❚❤❡ ❘❡✲
✈✐❡✇ ♦❢ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ■♥str✉♠❡♥ts✱ ✸✶✱ ✶✾✻✵✱ ✶✷✺✲✶✸✶✳ ✺✾
❬✻❪ ■✳ ❘✳ ❋✐s❤❡r✱ ▼✳❈✳ ❙❤❛♣✐r♦✱ ❛♥❞ ❏✳●✳ ❆♥❛❧②t✐s✱ Pr✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❝r②st❛❧ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ✐♥t❡r♠❡t❛❧✲
❧✐❝ ❛♥❞ ♦①✐❞❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❢r♦♠ ♠♦❧t❡♥ s♦❧✉t✐♦♥s✱ P❤✐❧♦s✳ ▼❛❣✳ ✾✷✱ ✷✵✶✷✱ ✷✹✵✶✳ ✻✷
❬✼❪ ◗✉❛♥t✉♠ ❉❡s✐❣♥ ■♥❝✳✱ ▼❛❣♥❡t✐❝ Pr♦♣❡rt② ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❙②st❡♠✱ ❯s❡r✬s ▼❛♥✉❛❧✱ ✷✵✵✾✳
✼✹✱ ✼✻
❬✽❪ ◗✉❛♥t✉♠ ❉❡s✐❣♥ ■♥❝✳✱ ▼❛❣♥❡t✐❝ Pr♦♣❡rt② ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❙②st❡♠✱ ❙◗❯■❉ ❱❙▼ ❯s❡r✬s
▼❛♥✉❛❧✱ ✷✵✵✾✳ ✼✻
❬✾❪ ◗✉❛♥t✉♠ ❉❡s✐❣♥ ■♥❝✳ PP▼❙ ▼❛♥✉❛❧✱ ✷✵✵✽✳ ✼✼
❬✶✵❪ ❆✳ ❘✳ ❲❡st✱ ❙♦❧✐❞ st❛t❡ ❝❤❡♠✐str② ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❲✐❧❡②✱ ✷✵✶✹✳ ✻✸✱ ✻✻
❬✶✶❪ ❉✳❇✳❲✐❧❧✐❛♠s✱ ❈✳❇✳ ❈❛rt❡r✱ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡❧❡❝tr♦♥ ♠✐❝r♦s❝♦♣②✱ ❇❛s✐❝s ■✱ P❧❡♥✉♠ Pr❡ss✱
✶✾✾✻✳ ✻✹✱ ✻✺
❬✶✷❪ ◗✉❛♥t✉♠ ❉❡s✐❣♥ ■♥❝✳✱ P❤②s✐❝❛❧ Pr♦♣❡rt② ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❙②st❡♠✱ ❍❡❛t ❈❛♣❛❝✐t② ❖♣t✐♦♥
❯s❡r✬s ▼❛♥✉❛❧✱ ✷✵✵✹✳ ✼✽
❬✶✸❪ ❘♦❜❡rt ❊✳ ❉✐♥♥❡❜✐❡r✱ ❙✐♠♦♥ ❏✳▲✳❇✐❧❧✐♥❣❡✱ P♦✇❞❡r ❉✐✛r❛❝t✐♦♥ ❚❤❡♦r② ❛♥❞ Pr❛❝t✐❝❡✱
❘❙❈P✉❜❧✐s❤✐♥❣✱ ✷✵✵✽✳ ✻✾
✽✶
BIBLIOGRAPHY
❬✶✹❪ ❱✳P❡❝❤❛rs❦② ❛♥❞ P✳ ❩❛✈❛❧✐❥✱ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s ♦❢ P♦✇❞❡r ❉✐✛r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❈❤❛r✲
❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ▼❛t❡r✐❛❧s✱ ❙❡❝♦♥❞ ❊❞✐t✐♦♥✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ✷✵✵✾✳ ✻✽✱ ✼✶
❬✶✺❪ ❙✐❡♠❡♥s✱ ▼♦♥♦❝❤r♦♠❛t❡✉r ♣r✐♠❛✐r❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❞✐✛r❛❝t♦♠❡tr❡ ❉ ✺✵✵✵✱
■♥str✉❝t✐♦♥s✱ ❘❡❢✳ ❈✼✾✵✵✵✲❇✸✹✼✼✲❈✶✻✵✲✵✶✳ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t❡✉r s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ❞✐✛r❛❝✲
t♦♠❡tr❡ ❉ ✺✵✵✵✱ ■♥str✉❝t✐♦♥s✱ ❘❡❢✳ ❈✼✾✵✵✵✲❇✸✹✼✼✲❈✶✺✷✲✵✶✳ ✻✾✱ ✼✵
❬✶✻❪ ❆✳ ❇♦✉❧t✐❢✱ ❉✳ ▲♦✉ër✱ P♦✇❞❡r ♣❛tt❡r♥ ✐♥❞❡①✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❞✐❝❤♦t♦♠② ♠❡t❤♦❞✱
❏✳ ❆♣♣❧✳ ❈r②st✳ ✸✼✱ ✷✵✵✹✱ ✼✷✹✳ ✼✶
❬✶✼❪ ❱✳ ❋❛✈r❡✲◆✐❝♦❧✐♥ ❛♥❞ ❘✳ ❈❡r♥②✱ ❋❖❳✱ ❵❢r❡❡ ♦❜❥❡❝ts ❢♦r ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤②✬✿ ❛ ♠♦❞✉❧❛r ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ t♦ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ str✉❝t✉r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣♦✇❞❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✳ ❏✳ ❆♣♣❧✳ ❈r②st✳✱ ✸✺✱
✷✵✵✷✱ ✼✸✹✲✼✹✸ ✼✷
❬✶✽❪ ❆✳❏✳▼✳ ❉✉✐s❡♥❜❡r❣✱ ▲✳▼✳❏✳ ❑r♦♦♥✲❇❛t❡♥❜✉r❣ ❛♥❞ ❆✳▼✳▼✳ ❙❝❤r❡✉rs✱ ❆♥ ✐♥t❡♥s✐t② ❡✈❛❧✉✲
❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✿ ❊❱❆▲✲✶✹✱ ❏✳❆♣♣❧✳❈r②st ✸✻✱ ✷✵✵✸✱ ✷✷✵✲✷✷✾✳ ✼✶
❬✶✾❪ ●✳ ❈❛s❝❛r❛♥♦ ❆✳ ❆❧t♦♠❛r❡✱ ❈✳ ●✐❛❝♦✈❛③③♦✱ ❙■❘❲❆❘❊✱ ❆❝t❛ ❈r②st✳✱✶✾✾✻✱ ❆✺✷✱ ❈✼✾✳ ✼✶
❬✷✵❪ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳✐❧❧✳❡✉✴✐♥str✉♠❡♥ts✲s✉♣♣♦rt✴✐♥str✉♠❡♥ts✲❣r♦✉♣s✴✐♥str✉♠❡♥ts✴❞✶❜✳ ✷✱ ✼✷✱ ✼✸
❬✷✶❪ ❆✳❙✳ ❲✐❧❧s✱ ❆ ♥❡✇ ♣r♦t♦❝♦❧ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡s ✉s✐♥❣ s✐♠✉❧❛t❡❞
❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✭❙❆❘❆ ❤ ✮✱P❤②s✐❝s ❇✱ ✷✼✽✱ ✷✵✵✵✱ ✻✽✵✳ ✼✹
❬✷✷❪ ❊✳❋✳ ❇❡rt❛✉t✱ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡s✱ ❆❝t❛ ❈r②st❛❧❧♦❣r✳❙❡❝✳ ❆✱
✶✾✻✽✱ ✷✹✱ ✷✶✼✳ ✼✹
❬✷✸❪ ❏✉❛♥ ❘♦❞rí❣✉❡③✲❈❛r✈❛❥❛❧✱ ❘❡❝❡♥t ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❙tr✉❝t✉r❡ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❜②
◆❡✉tr♦♥ P♦✇❞❡r ❉✐✛r❛❝t✐♦♥✱ P❤②s✐❝❛ ❇✱ ✶✾✷✱ ✶✾✾✸✱ ✺✺✲✻✾✳ ✼✷✱ ✼✹
❬✷✹❪ ❏✳ ●♦❧❞st❡✐♥✱ ❉✳ ◆❡✇❜✉r②✱ ❡t ❛❧✳ ❙❝❛♥♥✐♥❣ ❊❧❡❝tr♦♥ ▼✐❝r♦s❝♦♣② ❛♥❞ ❳✲r❛② ▼✐❝r♦❛♥❛❧②s✐s✱
❚❤✐r❞ ❊❞✐t✐♦♥✱ ❑❧✉✇❡r ❆❝❛❞❡♠✐❝ P❧❡♥✉♠ P✉❜❧✐s❤❡rs✱ ✷✵✵✸✳ ✻✹
❬✷✺❪ ▼✳❚✳ ❉♦✈❡✱ ❙tr✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❉②♥❛♠✐❝s ❆♥ ❛t♦♠✐❝ ✈✐❡✇ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❖①❢♦r❞ ❯♥✐✈❡rs✐t②
Pr❡ss✱ ✷✵✵✸✳
✻✼
82
❈❤❛♣t❡r ✸
❙②♥t❤❡s✐s str❛t❡❣②
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ s✉♠ ✉♣ t❤❡ s②♥t❤❡t✐❝ ♣②r♦①❡♥❡s ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛♥❞ ✉♥❞❡r❧✐♥❡ t❤❡ st♦r②
❤♦✇ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❤❛s❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳ ■t ❝♦✈❡rs ♠♦st ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❛tt❡♠♣ts t♦ ❣❡t ❛ s✐♥❣❧❡
♣❤❛s❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣②r♦①❡♥❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ s♦❧✐❞ st❛t❡ r❡❛❝t✐♦♥✱ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ s♦❢t ❝❤❡♠✐str② ♠❡t❤♦❞✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ❢♦r
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r❡❝❡♥t❧② ❜❡❡♥ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ✐♥ ❡✈❛❝✉❛t❡❞ t✉❜❡ ✉s✐♥❣ s♦❧✐❞ st❛t❡ r❡❛❝t✐♦♥✳❬✶❪
❆s ❈✉2+✲❜❡❛r✐♥❣ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❝❛♥ ❡①❤✐❜✐t str♦♥❣ q✉❛♥t✉♠ ❡✛❡❝t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ tr✐❡❞ t♦ ♣r❡♣❛r❡
❈❛❈✉❙✐2❖6✱ ❛ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ ♣②r♦①❡♥❡ ❈❛❈✉●❡2❖6✳ ◆❡✐t❤❡r s♦❧✐❞ st❛t❡ r❡❛❝t✐♦♥ ✭s❡❡ t❛❜❧❡
✸✳✷✮♥♦r s♦❢t ❝❤❡♠✐str② ✭s❡❡ s♦❢t ❝❤❡♠✐str② s❡❝t✐♦♥✱ ✸✳✹✮ ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✇✐t❤ ♣②r♦①❡♥❡
str✉❝t✉r❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❛ ♥❡✇ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❙r✲❜❛s❡❞ ♣②r♦①❡♥❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✇❛s ♣r❡♣❛r❡❞✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❛❜❧❡
✸✳✶✱ ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❙r▼♥●❡2❖6 ✇❛s ♣r❡♣❛r❡❞ ❛t ✶✶✼✵➦❈ ✇✐t❤ ❧♦♥❣ ❞✉r❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ ❛♥❞ ✇✐t❤
s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❚❃✶✷✵✵✮✱ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ♦❢ ❙r▼♥●❡2❖6 ❝♦✉❧❞ ❜❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞✳ ❙✐♥❣❧❡ ♣❤❛s❡
♦❢ ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❙r❈♦●❡2❖6 ✇❛s ♣r❡♣❛r❡❞ ❛t ✶✶✵✵➦❈ ✇✐t❤ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣r✐♥❞✐♥❣✳ ❚❤❡ s✐♥❣❧❡
❝r②st❛❧ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❙r▼♥●❡2❖6 ❛♥❞ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣♦✇❞❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♦❢
❙r❈♦●❡2❖6 r❡✈❡❛❧ t❤❛t ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ ❝r②st❛❧❧✐③❡ ✐♥t♦ ♠♦♥♦❝❧✐♥✐❝ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✇✐t❤ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣
❈✷✴❝✳ ❚❤✐s ✜♥❞✐♥❣ ❡♥r✐❝❤❡❞ t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣②r♦①❡♥❡s✱ ❛♥❞ ♠❛② ❜r✐♥❣ ✐♥ ♥❡✇ ✐♥t❡r❡sts ♦♥
str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❡♠✐str② ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐♥❣ ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡s❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✇✐❧❧
❜❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✽ ❛♥❞ ✾✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚♦ ❤❛✈❡ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ st✉❞② ♦❢ t❤✐s ♥❡✇ ❢❛♠✐❧②✱ s♦♠❡
❡✛♦rts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t❛❦❡♥ ♦♥ s②♥t❤❡s✐③✐♥❣ ♦t❤❡r ❙r✲❜❛s❡❞ ♣②r♦①❡♥❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧
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❲❡ ❤❛✈❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s②♥t❤❡s✐s ❢♦r s♦♠❡ ♦❢ ♣②r♦①❡♥❡s
❝♦♠♣♦✉♥❞s✳ ❆s ❛ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6✱ ❈❛▼♥❙✐2❖6 ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t♦ ❝r②st❛❧❧✐③❡ ✐♥t♦
s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣ ❈✷✴❝ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡❍P❍❚ s②♥t❤❡t✐❝ s❛♠♣❧❡✳❬✷❪ ❇✉t ✐ts ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡
st✐❧❧ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❲❡ t❤✉s s②♥t❤❡s✐③❡❞ t❤✐s s✐❧✐❝❛t❡ ♣②r♦①❡♥❡ ❜② ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
♠❡t❤♦❞✳ ❚❛❦❡ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ❈❛▼♥❙✐2❖6 ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ♦❢ ❍P❍❚
♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉s✐♥❣ ❈♦♥❛❝ s❡t✉♣ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ♣r♦❞✉❝❡ ❜✐❣ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ♣♦✇❞❡r ❛✐♠✐♥❣ t♦ ♥❡✉tr♦♥
❞✐✛r❛❝t✐♦♥✳ ❋✐rst ✱ ♣r❡ss✉r❡ ✐s s❧♦✇❧② ❛♣♣❧✐❡❞ ✉♥t✐❧ ✺●P❛ ✭❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✾✵✵❚✮✐s r❡❛❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❛
t②♣✐❝❛❧ ✐♥❝r❡♠❡♥t r❛t❡ ♦❢ ✼❚✴♠✐♥✳ ❆❢t❡r r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ t❛r❣❡t ♣r❡ss✉r❡✱ t❤❡ ❤❡❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✇✐t❤
❛ r❛t❡ ♦❢ ✷✺❲✴♠✐♥ ✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠✳ ❆❢t❡r ❤❡❛t✐♥❣ ✸ ❤♦✉rs
❛t ✶✷✵✵➦❈ ✭∼✶✶✽✵❲✮✱ t❤❡ s②st❡♠ ✐s q✉❡♥❝❤❡❞ ❜② t✉r♥✐♥❣ ♦✛ t❤❡ ❡♥❡r❣② ♣♦✇❡r ♦❢ ❤❡❛t✐♥❣✳ ❚❤❡
♣r♦❝❡ss ♦❢ r❡❧❡❛s❡ ♣r❡ss✉r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛s s❧♦✇ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ♣r❡✈❡♥t ❜❧♦✇♦✉t✳ ❋♦r ❈♦♥❛❝✱ ❛ ❞❡❝r❡❛✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ ✼t✴♠✐♥ ✇❛s ✉s❡❞✳
◆❛▼♥●❡2❖6 ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t♦ ❡①❤✐❜✐t ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❏❛❤♥✲❚❡❧❧❡r ❞✐st♦rt✐♦♥ ❛♥❞ s♣✐♥ ✢✐♣
tr❛♥s✐t✐♦♥✳❬✸❪ ■t ❛❞♦♣ts ❛♥ ✉♣✲✉♣✲❞♦✇♥✲❞♦✇♥ s♣✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ♠✉❧✲
t✐❢❡rr♦✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ◆❛▼♥●❡2❖6✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡
s②♥t❤❡s✐s ❛♥❞ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛♥❛❧♦❣♦✉s ❝♦♠♣♦✉♥❞ ◆❛▼♥❙✐2❖6 ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞❬✹❪✳
❚♦ st✉❞② ✐ts ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ ✐ts ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ t♦ ❣❡r♠❛♥❛t❡ ♣②r♦①❡♥❡✱
t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ◆❛▼♥❙✐2❖6 ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳
❆♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ◆❛▼♥●❡2❖6✱ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝ ▲✐▼♥●❡2❖6 ✇❛s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ♥❡✇ ♣②r♦①❡♥❡
❛♥❞ s❤♦✇ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❏❛❤♥✲❚❡❧❧❡r ❛❝t✐✈❡ ❝❛t✐♦♥ ▼♥3+✳ ❇② ❤✐❣❤
♣r❡ss✉r❡ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s②♥t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ♦❜t❛✐♥ ❛♥② ♥❡✇ ♣②r♦①❡♥❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞✱ ✐♥st❡❛❞✱
♥❡✇ ♣❤❛s❡s ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❜② ①✲r❛② ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✳ ■♥ s②st❡♠ ♦❢ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝
▲✐▼♥●❡2❖6✱ ❞✐✛❡r❡♥t s②♥t❤❡s✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝❛♥ s✉♣♣r❡ss ♦♥❡ ♣❤❛s❡ ✇❤✐❧❡ ❢❛✈♦r ♦t❤❡r ♣❤❛s❡✱ ❛s
❧✐st❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✳✸✳ ❇② t❤✐s ❝♦♥tr♦❧✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❛ ♥❡✇ q✉❛s✐✲♠♦♥♦❝❧✐♥✐❝ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤ s✉♣❡r ✉♥✐t
❝❡❧❧ ❜② ❚❊▼ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❆❧❧ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✇♦r❦ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ✐♥ ♣r♦❣r❡ss✳
❚❤❡ ❛tt❡♠♣ts ❢♦r s②♥t❤❡s✐③✐♥❣ ❙r▼●❡2❖6 ✭▼❂❋❡2+✱◆✐2+✱❈✉2+✮✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ♠❡t❤♦❞
r❡✈❡❛❧ t❤❛t ♥❡✐t❤❡r s♦❧✐❞ st❛t❡ r❡❛❝t✐♦♥ ♥♦r ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❝❛♥ ♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣②r♦①❡♥❡ ♣❤❛s❡✱ ❛s
❧✐st❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✳✸✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s♦♠❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❤❛s❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❢r♦♠ ❤✐❣❤
♣r❡ss✉r❡ s②♥t❤❡s✐s✳ ❲✐t❤ t❤❡ str❡♥❣t❤ ♦❢ ❡❧❡❝tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❚❊▼✱ s♦♠❡ ♥❡✇ ♣❤❛s❡s ❝♦✉❧❞
❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♦r s♦❧✈❡❞✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❛ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❉r✳ ❍♦❧❣❡r ❑❧❡✐♥ ❢r♦♠ ❚❊▼ t❡❛♠
❛t ■♥st✐t✉t ◆❡❡❧✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡❞ s②♥t❤❡s✐③❡❞ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝
❙r❈✉●❡2❖6✱ ❛ r✐❝❤ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤ t❡♥t❛t✐✈❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❙r5❈✉●❡8❖x ✭❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜②
❊❉❳✮ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞❡①❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✉♣❡r ♠♦♥♦❝❧✐♥✐❝ ✉♥✐t ❝❡❧❧✳
✸✳✸ ❙♦❢t ❝❤❡♠✐str② ♠❡t❤♦❞
❆s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✱ ❝♦♣♣❡r ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♣②r♦①❡♥❡s ❛r❡ ♦❢ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♣✐♥1
2
♦❢ ❈✉2+ ❝❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ str♦♥❣ q✉❛♥t✉♠ ❡✛❡❝ts✳ ❆s ❛ ♥❡✇ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
❈✉2+✱ ❈✉▼❣❙✐2❖6 ❝♦♠♣♦✉♥❞ ♠❛② ❜r✐♥❣ s♦♠❡ ♥❡✇ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t
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r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ s♦❢t ❝❤❡♠✐str② ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ❛ ❝❧✐♥♦♣②r♦①❡♥❡
❝♦♠♣♦✉♥❞ ❈✉▼❣❙✐2❖6✱ ❡✈❡♥ t❤❡ ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❝❛♥ ♥♦t ❢❛✈♦r t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠♦♥♦❝❧✐♥✐❝
♣❤❛s❡✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✸✳✸✳ ❲✐t❤✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❡✛♦rt ✐♥ s②♥t❤❡s✐③✐♥❣
❈✉▼❣❙✐2❖6 ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ s♦❧✐❞ st❛t❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ s♦❧✲❣❡❧ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✳ ❚❛❜❧❡ ✶ ✐♥
❝❤❛♣t❡r ✹ r❡✢❡❝ts t❤❛t t❤❡ ✐♠♠❡♥s❡❧② ❡✛❡❝t✐✈❡ ✇❛② t♦ ❣❡t ❈✉▼❣❙✐2❖6 ✐s s♦❢t ❝❤❡♠✐str②✱ ✇❤✐❝❤
❡♥❛❜❧❡s ✉s t♦ r❡❛❧✐③❡ ♠♦r❡ ❈✉ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ ❈✉▼❣❙✐2❖6✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐s♠✱
✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❈✉▼❣❙✐2❖6 ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ▼❣ s✐t❡ ✇✐t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥
♠❡t❛❧ ❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❈♦2+ ❛♥❞ ◆✐2+✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧❧ ❛tt❡♠♣ts ❢♦r t❤✐s ✐❞❡❛ ✇❡r❡ ❢❛✐❧❡❞✭t❛❜❧❡
✸✳✹ ❛♥❞ t❛❜❧❡ ✸✳✷✮✳ ❚❤❡ ❛tt❡♠♣ts ♦❢ s②♥t❤❡s✐③✐♥❣ ♦t❤❡r ❈✉✲❜❡❛r✐♥❣ ♣②r♦①❡♥❡ ❈❛❈✉❙✐2❖6 ✇✐t❤
s♦❢t ❝❤❡♠✐str② ❛❧✇❛②s ②✐❡❧❞ ❈❛❈✉❙✐4❖10✳
❚❛❜❧❡ ✸✳✹✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ tr✐❛❧s ❢♦r s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣②r♦①❡♥❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❜② s♦❢t ❝❤❡♠✐str② ♠❡t❤♦❞✳
❈♦♠♣♦✉♥❞ ▲❛❜❡❧ ❙t❛rt✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❘❡s✉❧ts
❈♦▼❣❙✐2❖6 ❝❞✶ ▼❣ ❛❝❡t❛t❡✱ ❈♦ ❛❝❡t❛t❡✱ ❚❊❖❙ ✶✵✵✵➦❈✱✶✵❤ ❈♦❖✱ ▼❣❖
❈✉❈♦❙✐2❖6
❝❞✶ ❈✉ ❛❝❡t❛t❡✱ ❈♦ ❛❝❡t❛t❡✱ ❚❊❖❙ ✶✵✵✵➦❈✱✶✵❤ ❈♦2❙✐❖4✱❙✐❖2,✉♥❦♥♦✇♥ ♣❤❛s❡
❝❞✷ ❈✉ ❛❝❡t❛t❡✱ ❈♦ ❛❝❡t❛t❡✱ ❚❊❖❙ ✶✶✵✵➦❈✱✷✵❤ ❈♦2❙✐❖4✱❙✐❖2,❈✉❖✱✉♥❦♥♦✇♥ ♣❤❛s❡
❝❞✸ ❈✉ ♥✐tr❛t❡ ✱ ❈♦ ♥✐tr❛t❡✱ ❚❊❖❙ ✶✷✵✵➦❈✱✷✵❤ ❈♦2❙✐❖4✱❙✐❖2,❈✉❖
❈✉◆✐❙✐2❖6
❝❞✶ ❈✉ ❛❝❡t❛t❡✱ ◆✐ ❛❝❡t❛t❡✱ ❚❊❖❙ ✶✵✵✵➦❈✱✶✵❤ ◆✐2❙✐❖4✱❙✐❖2,❈✉❖✱ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❤❛s❡
❝❞✷ ❈✉ ❛❝❡t❛t❡✱ ◆✐ ❛❝❡t❛t❡✱ ❚❊❖❙ ✽✵✵➦❈✱✷✵❤ ❈✉❖✱❙✐❖2✱◆✐❖
❈❛❈✉❙✐2❖6
❝❞✶ ❈✉ ❛❝❡t❛t❡✱ ❈❛ ♥✐tr❛t❡✱ ❚❊❖❙ ✶✵✵✵➦❈✱ ✶✵❤ ❈❛❈✉❙✐4❖10✱❈✉❖✱❈❛❙✐❖3
❝❞✷❴✶ ❈✉ ❛❝❡t❛t❡✱ ❈❛ ❛❝❡t❛t❡✱ ❚❊❖❙ ✽✵✵➦❈✱✸✵❤ ❈❛❈✉❙✐4❖10✱ ❈✉❖✱❙✐❖✷2
❝❞✷❴✷ ❈✉ ❛❝❡t❛t❡✱ ❈❛ ❛❝❡t❛t❡✱ ❚❊❖❙ ✶✶✵✵➦❈✱✸✵❤ ❈❛❈✉❙✐4❖10✱ ❈✉❖✱❙✐❖2
✸✳✹ ❙✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ❣r♦✇t❤
■♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ ❝r②st❛❧ ❣r♦✇t❤ ❢r♦♠ t✇♦ ❦✐♥❞ ♦❢ ♠♦❧t❡♥
s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐s ❝♦♥❣r✉❡♥t✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ ❈❛❈✉●❡2❖6 ❛♥❞ ❙r▼♥●❡2❖6 ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❛r❡
❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤✐s ❝❛t❡❣♦r②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ st❛rt❡❞ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ❢r♦♠ t❤❡✐r
♣♦✇❞❡r s❛♠♣❧❡s ✉s✐♥❣ ✢♦❛t✐♥❣ ③♦♥❡ ♠❡t❤♦❞✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❈❛▼♥●❡2❖6 ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ♦t❤❡r ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❛t ❛r♦✉♥❞ ✶✷✺✵➦❈✱
s♦ ✢✉① ♠❡t❤♦❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✇❛②✳ ❲❡ ❤❛✈❡ tr✐❡❞ ✇✐t❤ s❡❧❢ ✢✉① ♠❡t❤♦❞ ✐♥
✇❤✐❝❤ ❈❛❈❧2 ❛♥❞ ❇✐2❖3 ✇❛s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❛❦❡♥ ❛s ✢✉①✳ ❇♦t❤ t❤❡s❡ ✇❛②s ❣✐✈❡ s✐♥❣❧❡ ❝r②s✲
t❛❧ ❈❛3▼♥2●❡3❖12✭❞❛r❦ ❜r♦✇♥✮ ❛♥❞ ❈❛●❡2❖4✭❣r❡❡♥✮✳ ❚❤❡ ✢✉① ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ▼♦❖3 ✇❛s
t❛❦❡♥ ❛s ✢✉① ②✐❡❧❞❡❞ ❈❛●❡2❖4 s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ st✐❧❧ ✐♥ ♣r♦❣r❡ss ♦♥ s✐♥❣❧❡
❝r②st❛❧ ❣r♦✇t❤✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s❡❛r❝❤❡rs ♦❢ P♦❧❡ ❈r✐st❛✉① ▼❛ss✐❢s ❛t
■♥st✐t✉t ◆❡❡❧✳
88
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②
❬✶❪ ●✳❏✳ ❘❡❞❤❛♠♠❡r✱ ●✳ ❘♦t❤✱ ❆✳ ❙❡♥②s❤②♥✱ ●✳ ❚✐♣♣❡❧t✱ ❈✳ P✐❡t③♦♥❦❛✱ ❈r②st❛❧ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝
s♣✐♥ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ●❡r♠❛♥✐✉♠✲❍❡❞❡♥❜❡r❣✐t❡✱ ❈❛❋❡●❡2❖6✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r
♠❛❣♥❡t✐❝✴♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝✴♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝ ♣②r♦①❡♥❡s✱ ❩✳❑r✐st❛❧❧♦❣r✳✱ ✷✷✽✱ ✷✵✶✸✱ ✶✹✵✳ ✽✺
❬✷❪ ❋✳ ◆❡st♦❧❛✱ ❚✳ ❇✳ ❇❛❧❧❛r❛♥✱ ❘✳❏✳ ❆♥❣❡❧✱ ❏✳ ❩❤❛♦✱ ❍✳ ❖❤❛s❤✐✱ ❍✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢
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Chapter 4: A copper-bearing silicate with the low clinopyroxene structure
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❛♥❞ ✶✵✵✵➦❈ ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s s✐♥t❡r✐♥❣ ❞✉r❛t✐♦♥s ✭❜❡t✇❡❡♥ ✶✵✲✺✵❤✱ ✇✐t❤ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡❣r✐♥❞✐♥❣✮ ✐♥
❛✐r✳ ❚❤✐s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❈✉2+ t♦ ❈✉1+✱ ❦♥♦✇♥
t♦ ♦❝❝✉r ❛t ❛❜♦✉t ✶✵✷✵➦❈ ✐♥ ❛✐r✳ ❆ ❚❤❡r♠♦❣r❛✈✐♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❙❝❛♥♥✐♥❣ ❈❛❧♦r✐♠❡tr②
✭❚●✲❉❙❈✮ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ◆❡t③s❝❤ ❚❤❡r♠❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ❙②st❡♠ t♦ ✐♥✈❡st✐✲
❣❛t❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♣r❡❝✉rs♦r ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❚●✲❉❙❈ ❝✉r✈❡s ✇❡r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ♦♥
⑦✷✵✳✾ ♠❣ ♦❢ ♣r❡❝✉rs♦r ♣♦✇❞❡r ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❛♥ ❛❧✉♠✐♥❛ ❝r✉❝✐❜❧❡✱ ❜② ✇❛r♠✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♦❧✐♥❣ ❛t ❛ r❛t❡
♦❢ ✶✵➦❈✴♠✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❘❚ ❛♥❞ ✽✵✵➦❈✳ ❆ ♠✐①❡❞ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ✭❆r ✽✵✪ ❛♥❞ ❖2 ✷✵✪✮ ✇❛s ✉s❡❞✳
▼♦r♣❤♦❧♦❣② ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇❡r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ✜❡❧❞✲❡♠✐ss✐♦♥ s❝❛♥♥✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦♥
♠✐❝r♦s❝♦♣② ✭❋❊❙❊▼✱ ❩❡✐ss ❯❧tr❛♣❧✉s✮ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥❡r❣②✲❞✐s♣❡rs✐✈❡ ①✲r❛② s♣❡❝tr♦♠❡t❡r
✭❊❉❳✱ ❇r✉❦❡r✮✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❛s ❣♦❧❞✲❝♦❛t❡❞ ♣r✐♦r t♦ ❙❊▼ ❛♥❞ ❊❉❳ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ③❡r♦ ✜❡❧❞
❝♦♦❧✐♥❣ ✭❩❋❈✮ ❛♥❞ ✜❡❧❞ ❝♦♦❧✐♥❣ ✭❋❈✮ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❢♦r
❈✉0.8▼❣1.2❙✐2❖6 ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✺ ❑ ❛♥❞ ✸✺✵ ❑ ♦♥ ❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ s✉♣❡r❝♦♥❞✉❝t✐♥❣
q✉❛♥t✉♠ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❞❡✈✐❝❡ ✭❙◗❯■❉✮ ♠❛❣♥❡t♦♠❡t❡r ✭◗✉❛♥t✉♠ ❉❡s✐❣♥✱ ▼P▼❙✲❳▲✮✳
✹✳✷✳✷ ❳✲r❛② ♣♦✇❞❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥
❆❧❧ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ①✲r❛② ♣♦✇❞❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❙✐❡♠❡♥s
❉✺✵✵✵ ❞✐✛r❛❝t♦♠❡t❡r ✐♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❣❡♦♠❡tr②✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❢♦❝✉s✐♥❣ ●❡✭✶✶✶✮ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t♦r ❢♦r
❈✉❑α✶ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛r P❙❉✳ ❋♦r str✉❝t✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✜♥❡♠❡♥t✱ ❛ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥
✇❛s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❜❡st s❛♠♣❧❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣✉r✐t② ❛♥❞ ❝r②st❛❧❧✐♥✐t② ✭s❛♠♣❧❡ ◆♦✳✻✱
❜♦❧❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✶✮✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ✶✵➦✕✾✵➦ ✷θ
r❛♥❣❡ ✇✐t❤ ❛ st❡♣ ♦❢ ✵✳✵✸✷➦✳ ❚❤❡ ❋♦① ♣r♦❣r❛♠❬✺❪✱ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ✐♥❞❡① t❤❡ ♣❛tt❡r♥✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡
t❤❡ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ st❛rt✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r str✉❝t✉r❡ r❡✜♥❡♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤
✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② t❤❡ ❘✐❡t✈❡❧❞ ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋✉❧❧♣r♦❢ ♣r♦❣r❛♠❬✶✺❪✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✇❛s
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥✳ ❆ ❚❤♦♠s♦♥✲❈♦①✲❍❛st✐♥❣s
♠♦❞❡❧❬✷✵❪ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ♣❡❛❦ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ✇❛s ✉s❡❞✳ ❚❤❡ s✐③❡
❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ❡✛❡❝t ✇❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✉♥✐❛①✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❜ ❛s ✉♥✐q✉❡ ❛①✐s✱ ✇❤✐❧❡ ❛ t❡♥s♦r✐❛❧
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❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r str❛✐♥✳ ▲♦✇ ❛♥❣❧❡ ♣❡❛❦ ❛s②♠♠❡tr② ✇❛s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✉s✐♥❣ t❤❡
❇ér❛r✲❇❛❧❞✐♥♦③③✐ ♠♦❞❡❧❬✷❪✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛t♦♠s ♦❢
t❤❡ s❛♠❡ ❡❧❡♠❡♥t ✇❡r❡ ❣✐✈❡♥ ❡q✉❛❧ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋♦r t❤❡ t✇♦ ♠❡t❛❧ s✐t❡s✱
t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇❛s r❡✜♥❡❞ ❛ss✉♠✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❈✉ ❛♥❞ ▼❣ ✇✐t❤ ❢✉❧❧ t♦t❛❧
s✐t❡ ♦❝❝✉♣❛♥❝✐❡s✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❈✉✴▼❣ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr② ✇❛s ❧❡❢t ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞✳ ❆ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢
❈✉❖ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜❧② ❙✐❖2 ✇❡r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛s ✐♠♣✉r✐t✐❡s❀ ♦♥❧② ❈✉❖ ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❝❡❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ✇❡r❡ r❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ r❡✜♥❡♠❡♥t ②✐❡❧❞❡❞
❛ ✇❡✐❣❤t ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✶✳✶✶✭✻✮✪ ❢♦r t❤✐s ♣❤❛s❡✳ ❆ s✐♥❣❧❡ ✇❡❛❦ r❡✢❡❝t✐♦♥ t❡♥t❛t✐✈❡❧② ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦
❙✐❖2 ❛t ✷✶✳✾➦ ✇❛s ❡①❝❧✉❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛tt❡r♥✳
✹✳✸ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
✹✳✸✳✶ ❙②♥t❤❡s✐s ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥
P②r♦①❡♥❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❛r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧❧② ♣r❡♣❛r❡❞ ✉s✐♥❣ s♦❧✐❞ st❛t❡ r❡❛❝t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛t ❡❧❡✈❛t❡❞
t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ❛♥❞ s♦♠❡t✐♠❡s ❤✐❣❤ ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❙✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧s ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
✉s✐♥❣ ✢✉① ❣r♦✇t❤ ♠❡t❤♦❞s✱ ❛s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ r❡♣♦rt❡❞ ❇② ❬✶✾❪ ❢♦r ❈✉✲❜❡❛r✐♥❣ ♦rt❤♦♣②r♦①❡♥❡
❈✉0.44▼❣1.56❙✐2❖6✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❝♦♣♣❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣②r♦①❡♥❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦
r❡♠❛✐♥❡❞ r❛t❤❡r ❧✐♠✐t❡❞✳ ■♥ ♦✉r ✇♦r❦✱ ♠❛♥② ❡✛♦rts t♦ s②♥t❤❡s✐③❡ t❤❡ ❈✉▼❣❙✐2❖6 ❝♦♠♣♦✉♥❞
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ✈✐❛ ❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ s♦❧✐❞ st❛t❡ r❡❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❣r✐♥❞✐♥❣s ❛❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ ❇r❡✉❡r ❡t ❛❧✳ ❬✸❪✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡② s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ♠✐①t✉r❡s ♦❢ ❈✉❖✱ ▼❣❖✱ ❙✐❖2✱
▼❣2❙✐❖4✱ ❛♥❞ ❝❧✐♥♦♣②r♦①❡♥❡ ♣❤❛s❡s✳ ❚❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♠♣✉r✐t② ♣❤❛s❡s ♣r❡❝❧✉❞❡❞ ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡
♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛ s♦❢t
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❝❤❡♠✐str② r♦✉t❡ ❢♦r t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡❝✉rs♦r✳ ❚❤❡ ❜❡st r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐♥ t❤❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡❝t✐♦♥✳ ❚②♣✐❝❛❧ ②✐❡❧❞s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ♣r❡♣❛r❛✲
t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✶✳ ❆❧❧ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ s✉❜♠✐tt❡❞ t♦ ❘✐❡t✈❡❧❞ r❡✜♥❡♠❡♥t
♦❢ ①✲r❛② ♣♦✇❞❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❞❛t❛ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣✉r✐t② ♣❤❛s❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡
♣②r♦①❡♥❡ ♣❤❛s❡ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr②✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s❛♠♣❧❡s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ t❤❡ ❝❧✐♥♦♣②r♦①❡♥❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞
❛s ♠❛❥♦r ♣❤❛s❡✱ ♣❧✉s ✐♠♣✉r✐t✐❡s ✭❙✐❖2✱ ❈✉❖✮ ♠❛✐♥❧② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ st❛rt✐♥❣ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ✐♠♣✉r✐t② ♣❤❛s❡s ❛r❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ♠✉❝❤
❧❡ss t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ st❛♥❞❛r❞ s♦❧✐❞ st❛t❡ r❡❛❝t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛❧♠♦st s✐♥❣❧❡ ♣❤❛s❡
❝❧✐♥♦♣②r♦①❡♥❡ s❛♠♣❧❡✱ ✐t ✇❛s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✉s❡ ❛ ✻ ♠♦❧❛r ♣❡r❝❡♥t ❡①❝❡ss ♦❢ ♠❛❣♥❡s✐✉♠ ❛❝❡t❛t❡✳
❆♥ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ ✶✵❤ ❛t ✶✵✵✵➦❈ ✇❛s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✉s❡❞✳ ▲♦♥❣❡r ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ t✐♠❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡❣r✐♥❞✐♥❣✱ ❧❡❛❞ t♦ ❛ s♠❛❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ ✐♠♣✉r✐t② ♣❤❛s❡s ❜✉t
❞✐❞ ♥♦t ♠♦❞✐❢② t❤❡ ♣②r♦①❡♥❡ ♣❤❛s❡ ❈✉✴▼❣ ❝♦♥t❡♥t ✭❝♦♠♣❛r❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ s❛♠♣❧❡s ✹ ❛♥❞ ✺ ✐♥
t❛❜❧❡ ✹✳✶✮✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇❛s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ s❛♠♣❧❡ ❝r②st❛❧❧✐♥✐t② ❛s s❡❡♥ ❢r♦♠ ❇r❛❣❣ ♣❡❛❦ ✇✐❞t❤s
❛♥❞ s❤❛♣❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❢♦r ❧♦♥❣❡r ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ t✐♠❡s✳ ❚❤✐s s❡❡♠s t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❛ st♦✐✲
❝❤✐♦♠❡tr✐❝ ❈✉▼❣❙✐2❖6 ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡s❡ s②♥t❤❡s✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡
s❛♠♣❧❡ ◆♦✳ ✻ ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✶ ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s r❡♣♦rt❡❞ ❜❡❧♦✇✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❚●✲❉❙❈ ❝✉r✈❡s ❢♦r t❤❡ ❈✉▼❣❙✐2❖6 ♣r❡❝✉rs♦r✳
❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✶✱ ❛ ✇❡❛❦ ❡♥❞♦t❤❡r♠❛❧ ♣❡❛❦ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❉❙❈ ❝✉r✈❡ ❛r♦✉♥❞
✶✵✵❽ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❜❛❜❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ❛♥❞ ♦t❤❡r r❡♠❛✐♥✐♥❣ s♦❧✈❡♥ts✳ ❆
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s♠❛❧❧ ♠❛ss ❞❡❝r❡❛s❡ ✉♣♦♥ ❤❡❛t✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❚● ❝✉r✈❡ ❛t ❛ s✐♠✐❧❛r
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛ str♦♥❣ ❡①♦t❤❡r♠❛❧ ♣❡❛❦ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ✸✵✼➦❈ ✐♥ t❤❡ ❉❙❈ ❝✉r✈❡✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♦r❣❛♥✐❝ s♣❡❝✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡❝✉rs♦r✳ ❚❤✐s ✐s
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❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② t❤❡ str♦♥❣ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ♠❛ss ✐♥ t❤❡ ❚● ❝✉r✈❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
r❛♥❣❡✳ ◆♦ ♠❛r❦❡❞ ♠❛ss ❝❤❛♥❣❡ ✐s t❤❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✉♣ t♦ ✽✵✵➦❈✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❢✉❧❧ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡s❡ s♣❡❝✐❡s✳ ❆ s♠❛❧❧ ❡①♦t❤❡r♠❛❧ ♣❡❛❦ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ❉❙❈ ❝✉r✈❡ ❥✉st ❜❡❧♦✇ ✽✵✵➦❈✳ ❙✐♥❝❡
♥♦ ♦t❤❡r ❢❡❛t✉r❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣②r♦①❡♥❡
♣❤❛s❡✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❙❊▼ ✐♠❛❣❡ ❢♦r t❤❡ ❈✉0.8▼❣1.2❙✐2❖6 ❝♦♠♣♦✉♥❞✳
❚❤❡ ❙❊▼ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❣r❛✐♥s ✇✐t❤ ❛
r♦✉❣❤❧② ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r ✉♣ t♦ ⑦✶➭♠✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✷✳ Pr♦♠✐♥❡♥t ❝✐r❝✉❧❛r
str✐♣❡s ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❣r❛✐♥ ❛t ❤✐❣❤❡r ♠❛❣♥✐✜❝❛t✐♦♥✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡
❝②❧✐♥❞❡r ❛①✐s ✐s t❤❡ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❣r♦✇t❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❈✉✴▼❣ r❛t✐♦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❊❉❳ ❜②
❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ ✶✷ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥ts ✇❛s ✵✳✽✭✶✮✳
✹✳✸✳✷ ❙tr✉❝t✉r❛❧ st✉❞②
❚❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t r❡s✉❧ts✱ ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❛t♦♠✐❝ ❞✐st❛♥❝❡s ❛♥❞ ❜♦♥❞ ✈❛❧❡♥❝❡ s✉♠s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❇♦♥❙tr ♣r♦❣r❛♠❬✶✻❪ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡s ✹✳✷ ❛♥❞ ✹✳✸✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❘✐❡t✈❡❧❞ r❡✜♥❡♠❡♥t
♣❧♦t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✸✳ ❙♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❈✉▼❣❙✐2❖6 ❤❛s ❜❡❡♥
♣r❡✈✐♦✉s❧② r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❇r❡✉❡r ❡t ❛❧✳❬✸❪✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ❛ ❢✉❧❧ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s ♥♦t ♣❡r❢♦r♠❡❞✳
❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❛t ❈✉▼❣❙✐2❖6 ❝r②st❛❧❧✐③❡s ✇✐t❤ ♠♦♥♦❝❧✐♥✐❝ P✷1✴❝ s②♠♠❡tr② ❛♥❞
✉♥✐t ❝❡❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛❂✾✳✼✸✶➴✱ ❜❂✽✳✾✶✽➴✱ ❝❂✺✳✷✷✹➴✱ β❂✶✶✵✳✺✷➦✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦✉r ❛❜ ✐♥✐t✐♦
str✉❝t✉r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❘✐❡t✈❡❧❞ r❡✜♥❡♠❡♥t ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧
❛♥❞ s②♠♠❡tr② ♣r❡✈✐♦✉s❧② ♣r♦♣♦s❡❞✱ ✇✐t❤ ❛❂✾✳✼✸✺✷✭✶✮➴✱ ❜❂✽✳✾✵✶✾✽✭✽✮➴✱ ❝❂✺✳✷✷✻✼✻✭✻✮➴ ❛♥❞
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β❂✶✶✵✳✼✷✶✭✶✮➦✱ ❱❂✹✷✸✳✻✻✷✭✼✮ ➴3 ✱ ✇✐t❤ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣ P✷1✴❝✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡
✹✳✹✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❘✐❡t✈❡❧❞ ♣❧♦t ❢♦r t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ❈✉0.8▼❣1.2❙✐2❖6 ❢r♦♠ P❳❘❉ ❞❛t❛✳
❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❆❣r❡❡♠❡♥t ❢❛❝t♦rs ❛♥❞ r❡✜♥❡❞ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❈✉0.8▼❣1.2❙✐2❖6 ✳
◆❛♠❡ ♣♦s✳ ① ② ③ ❇ ✭➴✷✮ ♦❝❝✉♣❛♥❝②
❙✐❆ ✹❡ ✵✳✵✹✾✻✭✼✮ ✵✳✸✸✽✽✭✽✮ ✵✳✷✾✷✻✭✶✶✮ ✶✳✻✸✭✽✮ ✶✳✵
❙✐❇ ✹❡ ✵✳✺✹✾✼✭✼✮ ✵✳✽✸✻✽✭✽✮ ✵✳✷✺✼✶✭✶✶✮ ✶✳✻✸✭✽✮ ✶✳✵
▼✶ ▼❣✴❈✉ ✹❡ ✵✳✷✺✵✹✭✶✵✮ ✵✳✻✺✵✻✭✺✮ ✵✳✷✷✻✻✭✶✹✮ ✵✳✾✺✭✶✹✮ ✵✳✾✸✵✴✵✳✵✼✵ ✭✼✮
▼✷ ❈✉✴▼❣ ✹❡ ✵✳✷✺✹✺✭✺✮ ✵✳✵✵✺✹✭✷✮ ✵✳✷✷✽✻✭✼✮ ✶✳✷✻✭✽✮ ✵✳✼✷✴✵✳✷✽ ✭✶✮
❖✶❆ ✹❡ ✵✳✽✼✻✽✭✶✹✮ ✵✳✸✸✼✻✭✶✹✮ ✵✳✶✼✻✭✷✮ ✵✳✾✺✭✶✵✮ ✶✳✵
❖✷❆ ✹❡ ✵✳✶✷✺✻✭✶✶✮ ✵✳✺✵✹✵✭✶✷✮ ✵✳✸✹✶✻✭✶✽✮ ✵✳✾✺✭✶✵✮ ✶✳✵
❖✸❆ ✹❡ ✵✳✶✵✻✷✭✶✵✮ ✵✳✷✼✹✵✭✾✮ ✵✳✻✶✼✭✷✮ ✵✳✾✺✭✶✵✮ ✶✳✵
❖✶❇ ✹❡ ✵✳✸✻✽✸✭✶✸✮ ✵✳✽✸✽✺✭✶✹✮ ✵✳✶✸✺✸✭✶✽✮ ✵✳✾✺✭✶✵✮ ✶✳✵
❖✷❇ ✹❡ ✵✳✻✹✷✷✭✶✷✮ ✵✳✾✽✷✺✭✶✷✮ ✵✳✹✵✽✼✭✶✽✮ ✵✳✾✺✭✶✵✮ ✶✳✵
❖✸❇ ✹❡ ✵✳✻✵✶✾✭✶✵✮ ✵✳✼✵✸✸✭✶✵✮ ✵✳✹✾✻✭✷✮ ✵✳✾✺✭✶✵✮ ✶✳✵
❙♣❛❝❡ ●r♦✉♣✿ P✷1✴❝
❛❂✾✳✼✸✺✷✭✶✮➴✱ ❜❂✽✳✾✵✶✾✼✭✽✮ ➴✱ ❝❂✺✳✷✷✻✼✻✭✻✮ ➴✱ α❂✾✵➦✱ β❂✶✶✵✳✼✷✶✭✶✮➦✱ γ❂✾✵➦
❘♣✿ ✷✳✾✷✱ ❘✇♣✿ ✹✳✵✼✱ ❘❡①♣✿ ✶✳✻✵✱ ❈❤✐✷✿ ✻✳✹✻✱ ❘❇r❛❣❣✿ ✸✳✵✷
❚❤✐s ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❜❡❧♦♥❣s t♦ t❤❡ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ❧♦✇ ❝❧✐♥♦♣②r♦①❡♥❡s ✇✐t❤ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣
P✷1✴❝ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ❛t♦♠s ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ✹❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s str✉❝t✉r❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞
❜② t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t❡ st❛❝❦✐♥❣ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❛✲❛①✐s ♦❢ ❧❛②❡rs ♠❛❞❡ ♦❢ ❙✐❖4 t❡tr❛❤❡❞r❛ ❛♥❞
❧❛②❡rs ♠❛❞❡ ♦❢ ▼❖6 ♦❝t❛❤❡❞r❛ ✭▼❂❈✉✱ ▼❣✮✳ ❊❛❝❤ t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ✐♥ ❛ ❧❛②❡r s❤❛r❡s t✇♦ ❝♦r♥❡rs
✇✐t❤ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t t❡tr❛❤❡❞r❛ t♦ ❢♦r♠ ③✐❣③❛❣ ❝❤❛✐♥s r✉♥♥✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✲❛①✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭✜❣✉r❡
✹✳✺✮✳ ❚❤❡ ❜❛s❡s ♦❢ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r❛ ❛r❡ r♦✉❣❤❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ✭✶✵✵✮ ♣❧❛♥❡ ❛♥❞ ❛❧❧ t❡tr❛❤❡❞r❛
✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝❤❛✐♥ ♣♦✐♥t t♦✇❛r❞ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛✲❛①✐s✳ ❚✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ❝❤❛✐♥s
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❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❝❛t✐♦♥✲❛♥✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡s ✭➴✮ ❢♦r ❈✉0.8▼❣1.2❙✐2❖6 ✳
❙✐❆✲❖ ❉✐st❛♥❝❡✭➴✮ ❙✐❇✲❖ ❉✐st❛♥❝❡✭➴✮
❙✐❆✲❖✶❆ ✶✳✺✼✭✶✮ ❙✐❇✲❖✶❇ ✶✳✻✺✭✶✮
❙✐❆✲❖✷❆ ✶✳✻✸✭✶✮ ❙✐❇✲❖✸❇ ✶✳✻✼✭✶✮
❙✐❆✲❖✸❆ ✶✳✻✾✭✶✮ ❙✐❇✲❖✸❇ ✶✳✻✺✭✶✮
❙✐❆✲❖✸❆ ✶✳✺✽✭✶✮ ❙✐❇✲❖✷❇ ✶✳✻✷✭✶✮
❆✈❡✳ ❉✐st✳ ✶✳✻✷ ❆✈❡✳ ❉✐st✳ ✶✳✻✺
❇❱❙ ✹✳✶✵✭✼✮ ❇❱❙ ✸✳✼✺✭✻✮
▼✶✲❖ ❉✐st❛♥❝❡✭➴✮ ▼✷✲❖ ❉✐st❛♥❝❡✭➴✮
▼✶✲❖✶❆ ✷✳✷✹✭✶✮ ▼✷✲❖✶❆ ✷✳✶✹✭✶✮
▼✶✲❖✶❆ ✷✳✵✸✭✶✮ ▼✷✲❖✷❆ ✶✳✾✻✸✭✾✮
▼✶✲❖✷❆ ✷✳✵✶✭✶✮ ▼✷✲❖✸❆ ✷✳✸✽✹✭✾✮
▼✶✲❖✶❇ ✷✳✶✼✭✶✮ ▼✷✲❖✶❇ ✷✳✵✶✭✶✮
▼✶✲❖✶❇ ✷✳✵✹✭✶✮ ▼✷✲❖✷❇ ✶✳✽✵✽✭✾✮
▼✶✲❖✷❇ ✷✳✵✾✭✶✮ ▼✷✲❖✸❇ ✷✳✼✻✭✶✮
❆✈❡✳ ❉✐st✳ ✷✳✶✵ ❆✈❡✳ ❉✐st✳ ✷✳✶✽
❇❱❙ ▼❣2+✿ ✷✳✵✻✭✸✮✴ ❇❱❙ ❈✉2+✿ ✷✳✵✻✭ ✸✮✴
❈✉2+✿ ✶✳✾✽✭ ✸✮ ▼❣2+✿ ✷✳✶✹✭✸✮
❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜✲❛①✐s ❤❛✈❡ t❤❡✐r t❡tr❛❤❡❞r❛ ♣♦✐♥t✐♥❣ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❆❧❧ ❙✐ ❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❛
❣✐✈❡♥ ❧❛②❡r ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❜② s②♠♠❡tr②❀ ❙✐❆ ❛♥❞ ❙✐❇ ❧❛②❡rs ❛❧t❡r♥❛t❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛✲❛①✐s✳ ❚❤❡
❙✐❆ t❡tr❛❤❡❞r❛ ❛r❡ ♠♦r❡ ❞✐st♦rt❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧❡r ❛✈❡r❛❣❡ ❙✐✲❖ ❜♦♥❞ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✶✳✻✷✭✶✮ ➴
✭❇❱❙❂✹✳✶✵✭✼✮✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❙✐❇ t❡tr❛❤❡❞r❛ ❛r❡ ♠♦r❡ r❡❣✉❧❛r ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡r ❛✈❡r❛❣❡ ❜♦♥❞ ❧❡♥❣t❤
♦❢ ✶✳✻✺✭✶✮ ➴✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ s❧✐❣❤t ✉♥❞❡r❜♦♥❞✐♥❣ ✭❇❱❙❂✸✳✼✺✭✻✮✮✳ ■t ✐s ❛❧s♦ ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r❛ ❝❤❛✐♥s✱ ❛s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤r❡❡
❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ t❡tr❛❤❡❞r❛✲❧✐♥❦✐♥❣ ♦①②❣❡♥ ❛♥✐♦♥s ❛❧♦♥❣ ❛ ❝❤❛✐♥✱ ❛r❡ q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r t❤❡ ❙✐❆
✭❖✸❆✲❖✸❆✲❖✸❆❂✶✻✶✳✹✭✺✮➦✮ ❛♥❞ t❤❡ ❙✐❇ ❝❤❛✐♥ ✭❖✸❇✲❖✸❇✲❖✸❇❂✶✹✹✳✼✭✺✮➦✮✳ ■♥ t❤❡ ♦❝t❛❤❡❞r❛❧
❧❛②❡r ✭✜❣✉r❡ ✹✳✻✮✱ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♣②r♦①❡♥❡ ▼✶ s✐t❡s ❛r❡ ❛❧♠♦st ❡♥t✐r❡❧② ✭✾✸✳✵✭✼✮ ✪✮ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜②
▼❣2+ ❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ▼✶❖6 ♦❝t❛❤❡❞r❛ s❤❛r❡ t❤❡✐r ❖✶❆✲❖✶❇ ❡❞❣❡s t♦ ❢♦r♠ ③✐❣③❛❣ ❝❤❛✐♥s ❛❧♦♥❣
t❤❡ ❝✲❛①✐s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♦♥❧② ♠♦❞❡r❛t❡❧② ❞✐st♦rt❡❞ ✇✐t❤ ❞✐st❛♥❝❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✷✳✵✶✭✶✮ t♦ ✷✳✷✹✭✶✮
➴ ❛♥❞ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❜♦♥❞ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✷✳✶✵✭✶✮ ➴ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ▼❣2+ ✐♦♥✐❝ r❛❞✐✉s ✭✵✳✼✷
➴✮❬✶❪✳ ❚❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♦♥❡ r❡♣♦rt❡❞ ❢♦r ♠✐♥❡r❛❧ ❡♥st❛t✐t❡ ▼❣❙✐❖3 ✭✷✳✵✽✹ ✭✷✮ ➴✮✳
❚❤❡ ♣②r♦①❡♥❡ ▼✷ s✐t❡ ✐s ♦❝❝✉♣✐❡❞ ♠❛✐♥❧② ❜② ❈✉2+ ❝❛t✐♦♥s ✭✼✷✭✶✮ ✪✮ ❜✉t ❛❧s♦ ❜② ▼❣2+ ❝❛t✐♦♥s
✭✷✽✭✶✮ ✪✮✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr② ❛s ❢♦✉♥❞ ❜② ❳❘P❉ ✐s t❤❡♥ ❈✉0.8▼❣1.2❙✐2❖6 ❛♥❞ t❤❡
❈✉✴▼❣ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝ r❛t✐♦ ✭✵✳✻✺✮ ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❛t ❢♦✉♥❞ ❜② ❊❉❳✳ ❊❛❝❤ ▼✷ ❝❛t✐♦♥
♦❝t❛❤❡❞r♦♥ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❡❞❣❡ s❤❛r✐♥❣ t♦ t❤r❡❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ▼✶ ❝❛t✐♦♥ ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❛❧♦♥❣ ♦♥❡
▼✶ ③✐❣③❛❣ ❝❤❛✐♥✳ ❚❤❡ ▼✷ ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ s❤♦rt❡st ▼✷✲▼✷
❞✐st❛♥❝❡s ❛r❡ ✺✳✷✹✺✭✹✮ ➴ ❛❝r♦ss ❛ ▼✶ ❝❤❛✐♥✱ ✺✳✷✷✼✭✻✮ ➴ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ s✐❞❡ ♦❢ ❛ ▼✶ ❝❤❛✐♥ ❛♥❞
✺✳✵✼✾✭✹✮ ➴ ❢♦r t✇♦ ▼✷ ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ▼✶ ❝❤❛✐♥s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡
▼✶ s✐t❡✱ t❤❡ ▼✷ ♦❝t❛❤❡❞r❛❧ s✐t❡ ✐s str♦♥❣❧② ❞✐st♦rt❡❞ ✇✐t❤ ▼✷✲❖ ❞✐st❛♥❝❡s r❛♥❣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
✶✳✽✵✽✭✾✮ ❛♥❞ ✷✳✼✻✭✶✮ ➴✳ ❚❤❡ ❢♦✉r s❤♦rt❡r ❜♦♥❞s ✭✶✳✽✵✽✭✾✮ t♦ ✷✳✶✹✭✶✮ ➴✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡
❖✶❆✱ ❖✷❆✱ ❖✶❇✱ ❛♥❞ ❖✷❇ ❛♥✐♦♥s s❤❛r❡❞ ✇✐t❤ ▼✶ ♦❝t❛❤❡❞r❛✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❖✸❆ ❛♥❞ ❖✸❇
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❛♥✐♦♥s ❛r❡ s❤❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▼✷ ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❛♥❞ t❤❡ ❙✐ t❡tr❛❤❡❞r❛ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛✐♥s ❛❜♦✈❡ ✭❖✸❆
t♦ ❙✐❆✱ ▼✷❆✲❖✸❆❂✷✳✸✽✹✭✾✮ ➴✮ ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ ✭❖✸❇ t♦ ❙✐❇✱ ▼✷❆✲❖✸❇❂✷✳✼✻✭✶✮ ➴✮ t❤❡ ♦❝t❛❤❡❞r❛
❧❛②❡r✳ ❚❤✐s ❧❛tt❡r ▼✷❆✲❖✸❇ ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ♦♥❧② t♦ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❜♦♥❞ str❡♥❣t❤ ♦❢ ✵✳✵✻
✈❛❧❡♥❝❡ ✉♥✐t ✭✈✳✉✳✮✱ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ▼✷ ❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ r❛t❤❡r ❜② ❛
❞✐st♦rt❡❞ sq✉❛r❡ ♣②r❛♠✐❞ t❤❛♥ ❜② ❛♥ ♦❝t❛❤❡❞r♦♥ ♦❢ ♦①②❣❡♥ ❛♥✐♦♥s✳ ❇♦t❤ t❡tr❛❤❡❞r❛ ❝❤❛✐♥s
❝♦♥♥❡❝t t❤❡ ▼✷ ♦❝t❛❤❡❞r❛ ♦❢ t✇♦ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ▼✶✲▼✷ ♦❝t❛❤❡❞r❛❧ ❝❤❛✐♥s✳ ❚❤❡ ❙✐❆ t❡tr❛❤❡❞r❛
s❤❛r❡ ♦♥❡ ❖✷❆✲❖✸❆ ❡❞❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ▼✷ ♦❝t❛❤❡❞r❛✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧❧ ♦t❤❡r ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ ✈✐❛
❝♦r♥❡r✲s❤❛r✐♥❣✳ ❚❤❡ ❙✐❇ t❡tr❛❤❡❞r❛ ❛r❡ ♦♥❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❝♦r♥❡r✲s❤❛r✐♥❣✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧❡ss
❞✐st♦rt❡❞ ❣❡♦♠❡tr②✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈✉0.8▼❣1.2❙✐2❖6 str✉❝t✉r❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✲❛①✐s✳
✹✳✸✳✸ ▼❛❣♥❡t✐❝ Pr♦♣❡rt✐❡s
❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✼✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❡①❤✐❜✐ts ❛ ♣❛r❛♠❛❣♥❡t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠❡❛✲
s✉r❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡✳ ◆♦ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜❡❧❞✲❝♦♦❧❡❞ ❛♥❞ ③❡r♦✲
✜❡❧❞✲❝♦♦❧❡❞ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡s✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✹✳✼ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❈✉r✐❡ ✜t ✉s✐♥❣
χ✭❚✮❂❈✴❚✰χ0 ✐♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ✶✺✲✸✺✵ ❑✱ ✇❤❡r❡ ❈ ✐s t❤❡ ❈✉r✐❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ χ0 ❛
❞✐❛♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜t ②✐❡❧❞s ❈❂✵✳✹✶✸✭✷✮ ❛♥❞ χ0❂✷✭✸✮✳✶✵−5 ❡♠✉✴♠♦❧✱ ❣✐✈✐♥❣ ❛♥
❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦♠❡♥t µeff ❂✶✳✽✷ µB✴❈✉2+ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s♣✐♥✲♦♥❧② ✈❛❧✉❡✱
✶✳✼✸µB✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ str♦♥❣ ❝♦♥tr❛st ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❈❛❈✉●❡2❖6 ❢♦r
✇❤✐❝❤ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ s♣✐♥✲s✐♥❣❧❡t ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ❡♥❡r❣② ❣❛♣
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r ✐♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❈✉2+ ❝❛t✐♦♥s ♦❝❝✉♣② t❤❡ ▼✶ s✐t❡ ♦❢
t❤❡ ♣②r♦①❡♥❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❛r❡ str♦♥❣❧② ✐♥t❡r❛❝t✐♥❣ ✇✐t❤ ✜rst ♥❡✐❣❤❜♦r ❈✉✲❈✉ ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢
✸✳✵✼✷ ➴ ❬✶✹❪✱ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❞✐st❛♥❝❡s ❛❜♦✈❡ ✺➴ ❢♦r ❈✉2+ ❝❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ▼✷ s✐t❡ ❢♦r
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙✐❆ ✭t♦♣✮ ❛♥❞ ❙✐❇ ✭❜♦tt♦♠✮ t❡tr❛❤❡❞r❛ ❧❛②❡rs ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛✲❛①✐s✳
❈✉0.8▼❣1.2❙✐2❖6✳ ❚❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❈✉0.8▼❣1.2❙✐2❖6 ✐s t❤✉s ❞✐✲
r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✇❡❛❦♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳
✹✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥
❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣②r♦①❡♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❛ ✈❛st ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡
❝♦♣♣❡r✲❜❡❛r✐♥❣ ♣②r♦①❡♥❡s ❛r❡ q✉✐t❡ r❛r❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❈❛❈✉●❡2❖6 ✐s t❤❡ ♦♥❧② ❦♥♦✇♥ st♦✐❝❤✐♦♠❡t✲
r✐❝ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣②r♦①❡♥❡ str✉❝t✉r❡ ✱ ❇r❡✉❡r ❡t ❛❧✳❬✸❪ ❛❧s♦ r❡♣♦rt❡❞ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡
✭▼❣▼❣✮❙✐2❖6 ✲ ✭❈✉❈✉✮❙✐2❖6 s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❧✐♠✐t ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❈✉▼❣❙✐2❖6✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❧② ❝❡❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❛ t❡♥t❛t✐✈❡ P✷1✴❝ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣ ✇❡r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ▲❛t❡r ♦♥✱
t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❈✉0.44▼❣1.56❙✐2❖6 ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦rt❤♦♣②✲
r♦①❡♥❡ str✉❝t✉r❡ ✭s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣ P❜❝❛✮ ✇❡r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❬✶✾❪✳ ❍❡r❡ ✇❡ r❡♣♦rt t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❧♦✇
❝❧✐♥♦♣②r♦①❡♥❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✭s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣ P✷1✴❝✮ ✇✐t❤ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❈✉0.8▼❣1.2❙✐2❖6✳ ■t
✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❇r❡✉❡r ❡t ❛❧✳ ✇❡r❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ❜② r❡❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❛✐r
❛t ✶✵✵✵➦❈ ♦❢ ❛♥ ♦①✐❞❡ ♠✐①t✉r❡ ♦✈❡r ✈❡r② ❧♦♥❣ r❡❛❝t✐♦♥ t✐♠❡s ✭✉♣ t♦ s❡✈❡r❛❧ ✇❡❡❦s✮ ❛♥❞ t❤❡
♦rt❤♦♣②r♦①❡♥❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❛ ✢✉①✲❣r♦✇♥ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ❛t ✽✺✵➦❈✳ ❍❡r❡✱ q✉❛s✐
s✐♥❣❧❡ ♣❤❛s❡ ♣♦✇❞❡r s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r❡❝✉rs♦r ❜② ❛ s♦❢t
❝❤❡♠✐str② r♦✉t❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ✶✵❤ ❝❛❧❝✐♥❛t✐♦♥ st❡♣ ❛t ✶✵✵✵➦❈✳ ❚❤✐s ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣r♦❝❡ss ❛♣♣❡❛rs ❛s
✈❡r② ❡✛❡❝t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣②r♦①❡♥❡✲t②♣❡ ♦①✐❞❡s✳ ❙✐♥❝❡ ▼❣2+ ❛♥❞ ❈✉2+ ❤❛✈❡ ❛❧♠♦st
t❤❡ s❛♠❡ ✐♦♥✐❝ r❛❞✐✉s✱ t❤❡ s❝❛r❝✐t② ♦❢ ❈✉✲❜❡❛r✐♥❣ ♣②r♦①❡♥❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② t♦ s✉❜st✐t✉t❡ ▼❣
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ▼✶✱ ▼✷ ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❧❛②❡r ♦❢ ❈✉0.8▼❣1.2❙✐2❖6✳ ❙♦♠❡
♦❢ t❤❡ ❧✐♥❦✐♥❣ ❙✐❆❖4 ❛♥❞ ❙✐❇❖4 t❡tr❛❤❡❞r❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❧s♦✳
❢♦r ❈✉ ✐♥ ❡♥st❛t✐t❡ ▼❣❙✐❖3 ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ st❡r✐❝ ❡✛❡❝ts ♦♥❧②✳ ❚❤❡ ❏❚ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢
❈✉2+ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣♦❧②❤❡❞r❛ ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♥✈♦❦❡❞✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝♦♠♣♦✉♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r♦✈✐❞❡s ❛
✉♥✐q✉❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❏❚ ❡✛❡❝t ✐♥ t❤❡ ❝r②st❛❧❧♦✲❝❤❡♠✐str② ♦❢
♣②r♦①❡♥❡s ❜② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❈✉✲❜❡❛r✐♥❣ ♦rt❤♦♣②r♦①❡♥❡ ✭❈✉✲❖P✮❬✶✾❪ ❛♥❞
❡♥st❛t✐t❡s ✇❤❡r❡ ▼❣ ✐s ♣❛rt❧② r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ♦t❤❡r ❏❚ ❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❈r2+ ✭❈r✲❈P✮ ❬✶❪✳ ❊♥✲
st❛t✐t❡ ❜❡✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❛❜✉♥❞❛♥t ♠✐♥❡r❛❧s ✐♥ t❤❡ ❡❛rt❤ ❝r✉st ❛♥❞ ✉♣♣❡r ♠❛♥t❧❡✱ s✉❝❤ ❛♥
✐♥s✐❣❤t❢✉❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ❣❡♦❝❤❡♠✐sts t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♠✐♥❡r❛❧ ❢♦r♠❛t✐♦♥
❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❡❛rt❤ ♠❛❣♠❛ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❏❚ ❝❛t✐♦♥s✳
❆ ✜rst str✐❦✐♥❣ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♠❛r❦❡❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❏❚ ❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ▼✷ s✐t❡ ✐♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♣②r♦①❡♥❡✲t②♣❡ s✐❧✐❝❛t❡s✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ✭❈✉✲❈P✮✱ ✼✪ ♦❢ t❤❡ ▼✶ s✐t❡ ✇❡r❡
♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ❈✉2+✱ ✺✳✹✪ ❜② ❈r2+ ✐♥ ❈r✲❈P ❛♥❞ ❢✉❧❧ ▼❣ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ✇❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❈✉✲❖P✳ ❚❤✐s
str♦♥❣ s✐t❡ s❡❧❡❝t✐✈✐t② ✐s ✈❡r② ♣r♦❜❛❜❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ ♣②r♦①❡♥❡ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼✶ ❝❤❛✐♥s ❢♦r♠❡❞ ❜② ❡❞❣❡✲s❤❛r✐♥❣ ♦❝t❛❤❡❞r❛ ✐s ✉♥❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❢♦r str♦♥❣❧②
❞✐st♦rt❡❞ ♣♦❧②❤❡❞r❛✳ ❚❤✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❛❧r❡❛❞② ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♣②r♦①❡♥❡ ✇✐t❤♦✉t ❏❚
❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❡♥st❛t✐t❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ▼✷ s✐t❡ ✐s ♠❛r❦❡❞❧② ❞✐st♦rt❡❞ ✇✐t❤ ▼❣✲❖ ❞✐st❛♥❝❡s
r❛♥❣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✳✾✽✺✭✶✮ t♦ ✷✳✹✶✹✭✶✮ ➴ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✷✳✵✵✻✭✷✮ t♦ ✷✳✶✼✾✭✶✮ ➴ ❢♦r t❤❡ ▼✶ s✐t❡
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❩❋❈ ❛♥❞ ❋❈ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❢♦r
❈✉0.8▼❣1.2❙✐2❖6 ✉♥❞❡r ❛ ✵✳✻ ❚ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❈✉r✐❡✲t②♣❡ ✜t
t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✺ ❑ ❛♥❞ ✸✺✵ ❑✳
❬✶✸❪✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st❡r✐❝ ♠✐s♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❝t❛❤❡❞r❛
❛♥❞ t❡tr❛❤❡❞r❛ ❝❤❛✐♥s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ♣②r♦①❡♥❡ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤✐s ♣r❡❡①✐st✐♥❣ ❞✐st♦rt✐♦♥
✐s ✈❡r② ♣r♦❜❛❜❧② ❛ ♠❛❥♦r ❝❛✉s❡ ❢♦r t❤❡ s✐t❡ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❏❚ ❝❛t✐♦♥s ❢♦r s✐t❡ ▼✷✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜② ❚❛❝❤✐ ❡t ❛❧✳❬✶✾❪✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❏❚ ❝❛t✐♦♥s ❧❡❛❞s t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ▼✷
s✐t❡ ❞✐st♦rt✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤✐s ❡✛❡❝t✱ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡
✈♦❧✉♠❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ν✭✪✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼❛❦♦✈✐❝❦② ❛♥❞ ❇❛❧✐❝✲❩✉♥✐❝ ❬✶✵❪ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ❇♦♥❞❙tr ♣r♦❣r❛♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ♦♥ t❛❜❧❡ ✹✳✹ ❢♦r t❤❡ ▼✷ s✐t❡ ♣♦❧②❤❡❞r❛ ♦❢ ❈✉✲
❖P✱ ❈✉✲❈P✱ ❛♥❞ ❈r✲❈P ❛♥❞ ❝❧✐♥♦❡♥st❛t✐t❡ ✭▼❣✲❈P✮ ❬✶✸❪✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ▼✷✲❖ ❜♦♥❞ ❧❡♥❣t❤s
❛♥❞ t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▼❣✲❈P ❛✈❡r❛❣❡ ▼✷✲❖ ❜♦♥❞ ❧❡♥❣t❤✳ ❇♦t❤ ❈✉✲
❜❡❛r✐♥❣ ♣②r♦①❡♥❡s s❤♦✇ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❛✈❡r❛❣❡ ▼✷✲❖ ❜♦♥❞ ❧❡♥❣t❤s✱ s♦♠❡✇❤❛t ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❛t
♦❢ ▼❣✲❈P ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❧✐❣❤t❧② ❧❛r❣❡r ✐♦♥✐❝ r❛❞✐✉s ♦❢ ❈✉2+ ✭✵✳✼✸ ➴✮ ✈s ▼❣2+✭✵✳✼✷
➴✮✳ ❚❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ♦❢ ▼❣✲❈P ✐s ❝❧❡❛r❧② r❡s♣❡❝t❡❞ ✐♥ ❈✉✲❖P ❛♥❞ ❈✉✲❈P✱ ✐♥ t❤❛t t❤❡
s❛♠❡ ❜♦♥❞s ❛r❡ ❡❧♦♥❣❛t❡❞ ♦r s❤♦rt❡♥❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ▼✷✲❖ ❜♦♥❞ ❧❡♥❣t❤ ✐♥ ▼❣✲
❈P✳ ❚❤❡ ❣r❛❞✉❛❧ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ▼❣2+ ❜② ❈✉2+ ❧❡❛❞s t♦ ❛ str♦♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥
❢r♦♠ ✺✵✳✶✵−4 t♦ ✶✺✽✳✶✵−4 t♦ ✷✵✻✳✶✵−4 ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ s❝❤❡♠❡✿ s❤♦rt ❜♦♥❞s ❜❡❝♦♠❡
s❤♦rt❡r ❛♥❞ ❧♦♥❣ ❜♦♥❞s ❜❡❝♦♠❡ ❧♦♥❣❡r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ▼✷✲❖✸❆✱ ✲❖✷❇ ❛♥❞ ✲❖✸❇ ❜♦♥❞s ✇❤✐❝❤
❞✐✛❡r t❤❡ ♠♦st ❢r♦♠ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❛r❡ t❤♦s❡ ✇❤✐❝❤ ✉♥❞❡r❣♦ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❝❤❛♥❣❡s✿ ❢r♦♠ ✷✳✷✼✾✭✶✮
t♦ ✷✳✸✽✹✭✾✮ ➴ ❢♦r ▼✷✲❖✸❆✱ ✶✳✾✽✺✭✶✮ t♦ ✶✳✽✵✽✭✾✮ ➴ ❢♦r ▼✷✲❖✷❇ ❛♥❞ ✷✳✹✶✹✭✶✮ t♦ ✷✳✼✻✭✶✮ ➴ ❢♦r
▼✷✲❖✸❇✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❜♦♥❞s✱ t❤✐s ❡✛❡❝t ♠❛② ❜❡ q✉✐t❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✇✐t❤ ❈✉ ❝♦♥t❡♥t ♦❢
t❤❡ ▼✷ s✐t❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❧♦♥❣❡st ❞✐st❛♥❝❡ ▼✷✲❖✸❇ ❝❤❛♥❣❡s ✈❡r② str♦♥❣❧② ❢r♦♠ ▼❣✲❈P
t♦ ❈✉✲❖P✱ ❜✉t ♦♥❧② ❧✐tt❧❡ ❢r♦♠ ❈✉✲❖P t♦ ❈✉✲❈P ✭✷✳✹✶✹✭✶✮ t♦ ✷✳✼✸✷✭✷✮ t♦ ✷✳✼✻✭✶✮ ➴ ✇✐t❤ ❛
❈✉ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ✵ t♦ ✵✳✹✹ t♦ ✵✳✽✵✮✳ ❚❤❡ ✜rst ❝❤❛♥❣❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❖✸❇ ❤❛s t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ▼✷ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r s♠❛❧❧ ❈✉ ❝♦♥t❡♥ts✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❤✐❣❤❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ▼✷
s✐t❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❧❛r❣❡r ❈✉ ❝♦♥t❡♥ts✱ t❤❡ ▼✷✲❖✸❇ ❜♦♥❞ ✈❛❧❡♥❝❡ ❜❡❝♦♠❡s
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♦♥❧② ❛❜♦✉t ✵✳✵✺ ✈✳✉✳ s♦ t❤❛t ❖✸❇ ❝❛♥ ❤❛r❞❧② ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ♣❛rt ♦❢ ▼✷ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✱ ❛s
st❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ■♥ t❤❛t s❡♥s❡✱ t❤❡ ▼✷ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ♣♦❧②❤❡❞r♦♥ ♦❢ ❜♦t❤ ❈✉✲❜❡❛r✐♥❣ ♣②r♦①❡♥❡s
❝❛♥ r❛t❤❡r ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ ❞✐st♦rt❡❞ sq✉❛r❡ ♣②r❛♠✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ❖✸❇ ❝❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❧✐tt❧❡
❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❢✉rt❤❡r ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❈✉ ❝♦♥t❡♥t✳
■t ♠✉st ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤✐s r❡❛s♦♥✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❛♣♣❧② t♦ t❤❡ ❈❛❈✉●❡2❖6 ❝♦♠♣♦✉♥❞ s✐♥❝❡
❈✉ ♦❝❝✉♣✐❡s t❤❡ ▼✶ s✐t❡ ❬✶✹❪✳ ❚❤❡ ▼✷ s✐t❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ❧❛r❣❡r ✼✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ❈❛2+ ❝❛t✐♦♥s
✭✐♦♥✐❝ r❛❞✐✉s✿ ✶✳✵✻ ➴✮ ♥♦✇ ❞✐s♣❧❛②s ❛ q✉✐t❡ s♠❛❧❧ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✭✶✵✳ ✶✵−4✮ ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡r ❛✈❡r❛❣❡
❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✷✳✹✼✹✭✶✮ ➴✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ❞✉❡ t♦ ✐ts ❧❛r❣❡ ✐♦♥✐❝ r❛❞✐✉s✱ ❈❛2+ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡❞
✐♥ t❤❡ ▼✷ s✐t❡ ❛♥❞ ❈✉2+ ❤❛s t♦ ❣♦ t♦ ▼✶✳ ❚❤❡ ▼✶✲❖ ❛✈❡r❛❣❡ ❜♦♥❞ ❧❡♥❣t❤ ✐s ✷✳✶✶✻✭✶✮ ➴
❛♥❞ t❤❡ ♦❝t❛❤❡❞r❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✐s ✽✶✳✶✵−4✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✈❛❧✉❡ ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❢♦r t❤❡ ▼✶ s✐t❡s ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ▼❣2+ ✐♥ ❈✉✲❜❡❛r✐♥❣ ❝❧✐♥♦♣②r♦①❡♥❡s ✭✶✺✳✶✵−4✮ ♦r ❝❧✐♥♦❡♥st❛t✐t❡
✭✽✳✶✵−4✮✳ ❚❤✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❝♦✉❧❞ r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ ❏❚ ❡✛❡❝t ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❈✉2+
❝❛t✐♦♥s✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦✉r ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❝❧✐♥♦♣②r♦①❡♥❡ s✐❧✐❝❛t❡s✱ ✐t ✇♦✉❧❞ t❡♠♣t✐♥❣ t♦ ♣r♦♣♦s❡ t❤❛t
t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❢♦r t❤❡ s②♠♠❡tr② ❧♦✇❡r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❈✉✲❖P ❛♥❞ ❈✉✲❈P ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ❧❛r❣❡r
❞✐st♦rt✐♦♥ ❜r♦✉❣❤t ❛❜♦✉t ❜② t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❏❚ ❈✉2+ ❝❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ▼✷ s✐t❡✳ ❆t ❛
✜rst ❣❧❛♥❝❡✱ t❤✐s ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❈r✲❈P ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ✵✳✻✶ ❈r2+
❏❚ ❝❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ▼✷ s✐t❡ ❛❞♦♣ts t❤❡ ❧♦✇ ❝❧✐♥♦♣②r♦①❡♥❡ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ P✷1✴❝ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣ ♦❢✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ ✐♥ t❛❜❧❡ ✹✳✹ t❤❛t t❤❡ ▼✷ s✐t❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❢♦r ❈r✲❈P ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
❢♦r ❈✉✲❖P ✭✾✼✳✶✵−4 ✈s ✶✺✽✳✶✵−4✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✲♦r❜✐t❛❧ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❈r2+ ❛♥❞ ❈✉2+ ❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼✷ s✐t❡ ❞✉❡ t♦ ❤✐❣❤❡r ❈✉2+
❝♦♥t❡♥t ♠❛② ✇❡❧❧ ❜❡ ❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❧♦✇❡r✐♥❣ ✐♥ ❈✉✲❜❡❛r✐♥❣ ♣②r♦①❡♥❡✳
✹✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s
❚❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ❈✉0.8▼❣1.2❙✐2❖6 ❝❧✐♥♦♣②r♦①❡♥❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❛❧❧♦✇s ❛
❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❏❚ ❝❛t✐♦♥ ✐♥s❡rt✐♦♥ ✐♥ ♣②r♦①❡♥❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s✳ ■t ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❛t t❤❡ ♠❛r❦❡❞ ♣r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ ❏❚ ❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣②r♦①❡♥❡ ▼✷ s✐t❡ ✐s ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧② r❡❧❛t❡❞ t♦
✐ts ♣r❡✲❡①✐st✐♥❣ ❞✐st♦rt✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❜r♦✉❣❤t ❛❜♦✉t ❜② t❤❡ ❏❚ ❡✛❡❝t r❡s♣❡❝ts
t❤❡ ♣②r♦①❡♥❡ t♦♣♦❧♦❣② ❛♥❞ ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ▼✷ s✐t❡ ❞✐st♦rt✐♦♥✳ ■t ✐s t❡♠♣t✐♥❣ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤✐s
❛ss✉♠♣t✐♦♥ t♦ ♦t❤❡r ❝❤❛✐♥ s✐❧✐❝❛t❡s ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ ✇❤❡t❤❡r
✐t ❝❛♥ ❜❡ t✉r♥❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ r✉❧❡✳ ❋♦r ♣❤②s✐❝✐sts✱ t❤❡ t❡♥❞❡♥❝② ♦❢ ❞✐✈❛❧❡♥t ❏❚ ❝❛t✐♦♥s t♦
♦❝❝✉♣② t❤❡ ▼✷ s✐t❡s ✇✐t❤ ✈❡r② ✇❡❛❦ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♠❛❦❡ s✉❝❤ s②st❡♠s ✉♥s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r
❞✐s♣❧❛②✐♥❣ str✐❦✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❖✉r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❏❚
❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥t ❧❡❛❞s t♦ ✭❛♥❞ ♣r♦❜❛❜❧② ✐s t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❢♦r✮ s②♠♠❡tr② ❧♦✇❡r✐♥❣ ❢r♦♠ ♦rt❤♦✲
t♦ ❝❧✐♥♦♣②r♦①❡♥❡✳ ❚❤❡ ❡①t❡♥t t♦ ✇❤✐❝❤ s✉❝❤ ❛ str♦♥❣ s✐t❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡❞ ❜②
t❤❡ ♣②r♦①❡♥❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♣r♦❜❛❜❧② ♣✉ts t❤❡ ❧✐♠✐t t♦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❏❚ ❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡♥t ❡✈❡♥ ✐♥
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s②♠♠❡tr②✱ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡ss❡♥t✐❛❧ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❧✐♥❡❛r ▼❊ ❡✛❡❝t ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡①♣❧♦r✐♥❣ ♥❡✇ ♠❛t❡r✐❛❧s
❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ▼❊ ❡✛❡❝t✳
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❆ ❢♦✉rt❤ ❢❡rr♦✐❝ ♦r❞❡r✱ t❤❡ ❢❡rr♦t♦r♦✐❞✐❝ ♦r❞❡r ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② r❡♣♦rt❡❞✳ ■t ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② ❛ t✐♠❡✲♦❞❞ ♣♦❧❛r ✈❡❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥❣❡s s✐❣♥ ✉♥❞❡r ❜♦t❤ s♣❛❝❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ t✐♠❡ r❡✈❡r✲
s❛❧✱ ❛♥❞ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ♦r r✐♥❣✲❧✐❦❡ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ s♣✐♥s✳❬✺❪ ▼❛t❡r✐❛❧s
✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t♦r♦✐❞❛❧ ♠♦♠❡♥ts ❛r❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s❧② ❛❧✐❣♥❡❞ ❛r❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❢❡rr♦t♦r♦✐❞✐❝s✳ ❋❡r✲
r♦t♦r♦✐❞✐❝✐t② ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ t❡♥s♦r✱ t❤✉s
♣r❡s❡♥t ♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡ t❡♥s♦r ♦❢ ❧✐♥❡❛r ▼❊ ❡✛❡❝t ✐s ♥♦♥❞✐❛❣♦♥❛❧✳❬✻❪ ❋r♦♠ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s②♠♠❡tr②
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❢❡rr♦t♦r♦✐❞✐❝ ♦r❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦
t❤❡ ▼❊ ❡✛❡❝t✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✐r❡❝t ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s t♦r♦✐❞❛❧
♠♦♠❡♥t ✐♥ ❛ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ▼❊ ❡✛❡❝t✳
❘❡❝❡♥t❧②✱ ❝❧✐♥♦♣②r♦①❡♥❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❛ttr❛❝t❡❞ r❡✈✐t❛❧✐③❡❞ ✐♥t❡r❡st
❜❡❝❛✉s❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ t♦ ♣r❡s❡♥t r✐❝❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ▼✉❧t✐❢❡rr♦✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s
✇❛s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ◆❛❋❡✭❙✐✴●❡✮2❖6 ❬✽✱ ✾❪✱ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ✐♥ ▲✐❈r✭❙✐✴●❡✮2❖6❬✶✵❪✱ ◆❛❈r❙✐2❖6
❬✶✶❪ ❛♥❞ ▲✐❋❡❙✐2❖6 ❬✽❪ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢❡rr♦t♦r♦✐❞❛❧ ♦r❞❡r ✐♥ ▲✐❋❡✭❙✐✴●❡✮2❖6 ❬✶✷❪✳ ❚❤❡s❡
✐♥tr✐❣✉✐♥❣ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ✭✐♥❝♦♠✲
♠❡♥s✉r❛t❡ ♦r ❝♦♠♠❡♥s✉r❛t❡✮ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡✐r s♣❡❝✐✜❝ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ■♥ t❤❡
r❡♣♦rt❡❞ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s✱ ◆❛❋❡❙✐2❖6 s❤♦✇s ❛ s♣✐r❛❧ s♣✐♥ str✉❝t✉r❡ ✇❤✐❧❡ ◆❛❋❡●❡2❖6 ❛❞♦♣ts ❛
❤❡❧✐❝❛❧ s♣✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ♣②r♦①❡♥❡s ❡①❤✐❜✐t✐♥❣ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ✉s✉❛❧❧②
❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛t❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡r✲ ❛♥❞ ✐♥tr❛✲❝❤❛✐♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ ♣②✲
r♦①❡♥❡s ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❢r✉str❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❡①♦t✐❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣✲
❡rt✐❡s s✉❝❤ ❛s ♦r❜✐t✲♦r❞❡r✐♥❣ ❬✶✸❪✱ s♣✐♥ s✐♥❣❧❡t ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❬✶✹❪✱ s♣✐♥✲P❡✐❡r❧s tr❛♥s✐t✐♦♥ ❬✶✻❪
❛♥❞ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✭◗✶❉✮ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❬✶✼❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
s❤♦rt r❛♥❣❡ s♣✐♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❝❤❛✐♥ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ◆❛▼♥●❡2❖6❬✶✸❪✱ ▲✐❋❡❙✐2❖6 ❛♥❞
◆❛❋❡❙✐2❖6❬✶✺❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥tr♦♣② ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❜✉✐❧❞✉♣
♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❋❡3+ ❝❤❛✐♥s✳ P②r♦①❡♥❡ ❢❛♠✐❧② ❝♦♠✲
♣♦✉♥❞s t❤✉s ❛r❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ t♦ st✉❞② t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ s♣✐♥✱ ♦r❜✐t ❛♥❞
❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ❞✐✈❡rs❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
❚❤❡ ✈❛st ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛r❡ ♠♦♥♦✈❛❧❡♥t ♠❡t❛❧ ❜❡❛r✐♥❣ ♣②r♦①✲
❡♥❡s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ♥♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣❛✐❞ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❈❛2+✲❜❡❛r✐♥❣
♣②r♦①❡♥❡✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡s❡ ❞✐✈❛❧❡♥t ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❝r②st❛❧❧✐③❡ ✐♥t♦ ♠♦♥♦❝❧✐♥✐❝ ❈✷✴❝ s②♠♠❡tr②✳ ❉✐✲
✈❛❧❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❧✐♥♦♣②r♦①❡♥❡s ❈❛✭▼♥✱ ❋❡✱ ❈♦✱ ◆✐✮●❡2❖6 ❬✶✾✱ ✷✵❪ ♦r❞❡r ❛❧❧ ✐♥ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛t❡
❝♦❧❧✐♥❡❛r ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡s✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❡❛r❧✐❡r ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s②♠♠❡✲
tr② ♦❢ ❛ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ ✐ts ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❆ ❧✐♥❡❛r ♠❛❣✲
♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ♥❡✐t❤❡r t✐♠❡✲r❡✈❡rs❛❧ ♥♦r
s♣❛❝❡✲✐♥✈❡rs✐♦♥ s②♠♠❡tr✐❝✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡ r❡♣♦rt❡❞ ❈❛2+✲❜❡❛r✐♥❣ ♣②r♦①❡♥❡s✱ ♦♥❧② ❈❛▼♥●❡2❖6
❝❛♥ s❛t✐s❢② t❤✐s s②♠♠❡tr② r❡q✉✐r❡♠❡♥t ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐ts ♠❛❣♥❡t✐❝ s②♠♠❡tr②✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6 ❜②
♠❡❛♥s ♦❢ ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✱ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❝♦✐♥❝✐❞❡♥t❛❧❧② r❡✈❡❛❧ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✶❉ ✐♥tr❛❝❤❛✐♥ s❤♦rt r❛♥❣❡ s♣✐♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r✐♥❣
❛❜♦✈❡ t❤❡ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r ❛t ✶✺ ❑✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛✐♥s ❛♥❞ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡
108
Chapter 5: CaMnGe2O6 : magnetoelectricity and one-dimensional short range magnetic correlations
♣❤②s✐❝❛❧ ♣✐❝t✉r❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ s♣✐♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐s ❞r❛✇♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛❣✲
♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6 ✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❝♦♥✜r♠❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡
s♣✐♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ❜❡❧♦✇ ✶✺ ❑✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦♣♦s❡ t❤❛t ❈❛▼♥●❡2❖6 s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ♣✉r❡ ❢❡rr♦t♦r♦✐❞✐❝
❝♦♠♣♦✉♥❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ t❡♥s♦r ♦❢ ❧✐♥❡❛r ▼❊ ❡✛❡❝t ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣♦♥❞✐♥❣
❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ t♦r♦✐❞✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6 ✐s ❛❧s♦ ❡✈❛❧✉❛t❡❞
❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❝r②st❛❧ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
✺✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡t❛✐❧s
✺✳✷✳✶ ❙❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥
P♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❈❛▼♥●❡2❖6 ✇❛s s②♥t❤❡s✐③❡❞ ❜② s♦❧✐❞✲st❛t❡ r❡❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝ ♠✐①✲
t✉r❡ ♦❢ r❡❛❣❡♥t✲❣r❛❞❡ ❈❛❈❖3✱ ▼♥❖2 ❛♥❞ ●❡❖2 ✇❛s ❣r♦✉♥❞ ✐♥ ❛♥ ❛❣❛t❡ ♠♦rt❛r ❛♥❞ ♣❡st❧❡
❛♥❞ t❤❡♥ ♣❡❧❧❡t✐③❡❞✳ ❚❤❡ ♣❡❧❧❡ts ✇❡r❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❛ ♣❧❛t✐♥✉♠ ❜♦❛t ❛♥❞ ❤❡❛t❡❞ ✐♥ ❛✐r t♦ ✶✸✼✸ ❑
❛t ✷❑✴♠✐♥✱ t❤❡♥ ❤❡❧❞ ❛t ✶✸✼✸ ❑ ❢♦r ✶✵✵ ❤ ❛♥❞ ❝♦♦❧❡❞ ❞♦✇♥ t♦ r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■♥t❡r♠❡✲
❞✐❛t❡ r❡❣r✐♥❞✐♥❣ ❛♥❞ r❡❤❡❛t✐♥❣ ✇❡r❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❤❛s❡ ❈❛▼♥●❡2❖6
s❛♠♣❧❡✭✐♠♣✉r✐t② ❈❛3▼♥2●❡3❖12❧❡ss t❤❛♥ ✵✳✷ ✇❡✐❣❤t✪ ✮✳
✺✳✷✳✷ ❳✲r❛② ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥ ♣♦✇❞❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥
❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❛s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ①✲r❛② ♣♦✇❞❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✭❳❘P❉✮ ✉s✐♥❣ ❛ ❇r✉❦❡r ❉✽ ❞✐✛r❛❝✲
t♦♠❡t❡r ✇✐t❤ ❈✉ ❑α✶ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✭✶✳✺✹✵✻ ➴✮ s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ❛ ●❡ ✭✶✶✶✮ ♣r✐♠❛r② ❜❡❛♠ ♠♦♥♦❝❤r♦✲
♠❛t♦r ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ✶✵⑦✾✵➦ ✇✐t❤ ❛ ✵✳✵✷➦ st❡♣ s✐③❡✳ ❚♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝
str✉❝t✉r❡s✱ ❛ ♥❡✉tr♦♥ ♣♦✇❞❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✭◆P❉✮ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ t❤❡ t✇♦✲❛①✐s
❞✐✛r❛❝t♦♠❡t❡r ❉✶❇ ❛t ■♥st✐t✉t ▲❛✉❡ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ✭■▲▲✮✱ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✳✼ ❑ ❛♥❞ r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
❋♦r ♥✉❝❧❡❛r str✉❝t✉r❡ r❡✜♥❡♠❡♥t✱ ◆P❉ ♣❛tt❡r♥s ✇❡r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❛t ✶✵✵ ❑ ❛♥❞ ✸✵✵ ❑ ✇✐t❤ t❤❡
✶✳✷✽ ➴ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✭✸✶✶✮ ❇r❛❣❣ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❡r♠❛♥✐✉♠ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛✲
t♦r✳ ❚❤❡ ✷✳✺✷ ➴ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✭✵✵✷✮ ❇r❛❣❣ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣②r♦❧②t✐❝ ❣r❛♣❤✐t❡
♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t♦r ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❧♦♥❣❡r ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ❛t
✷✱ ✷✵ ❛♥❞ ✺✵ ❑ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♠♣ ❜❡t✇❡❡♥ ✷ ❑ ❛♥❞ ✸✵✵ ❑ ♦♥ ❤❡❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳
❚❤❡ ❳❘P❉ ❛♥❞ ◆P❉ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② t❤❡ ❘✐❡t✈❡❧❞ ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋✉❧❧♣r♦❢ s✉✐t❡
♣r♦❣r❛♠s❬✶✽❪✳
✺✳✷✳✸ ▼❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ ❛ ◗✉❛♥t✉♠ ❉❡s✐❣♥ ▼❛❣✲
♥❡t✐❝ Pr♦♣❡rt② ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❙②st❡♠ ✭▼P▼❙✮✳ ❚❤❡ ❞❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞
❢r♦♠ ✷ ❑ t♦ ✸✺✵ ❑ ✐♥ ③❡r♦ ✜❡❧❞ ❝♦♦❧❡❞ ✭❩❋❈✮ ❛♥❞ ✜❡❧❞ ❝♦♦❧❡❞ ✭❋❈✮ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✉♥❞❡r ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞s ♦❢ ✵✳✶✱ ✶ ❛♥❞ ✺ ❚✳ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❤②st❡r❡s✐s ❧♦♦♣s ❜❡t✇❡❡♥ ✲✺❚ ❛♥❞ ✺ ❚ ✇❡r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❛t ✹✱
✷✵✱ ✹✵ ❛♥❞ ✻✵ ❑✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✜❡❧❞✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✷ ❑ ❛♥❞
✸✺✵ ❑ ✇✐t❤ ❛ ✜❡❧❞ s✇❡❡♣ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✺ ❚✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ✭❛❝✮ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ✇❛s
♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ✶✱ ✷✺✵✱ ✺✵✵✱ ❛♥❞ ✶✵✵✵❍③ ♦✈❡r t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✹❑≤ T ≤
✶✵✵❑✳ ❆t ✷✺✵❍③✱ ❛❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ✇❛s r❡❝♦r❞❡❞ ✉♥❞❡r s❡❧❡❝t❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ♦❢ ✺✵✱ ✶✵✵✱
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✶✺✵ ❛♥❞ ✷✵✵❖❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✹❑≤ T ≤ ✶✵✵❑✳ ❋♦r ❛❧❧ ❛❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❛ ❞r✐✈❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ✷ ❖❡ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞✳
✺✳✷✳✹ ❙♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ ❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇✐t❤ ❛ ◗✉❛♥t✉♠
❉❡s✐❣♥ P❤②s✐❝❛❧ Pr♦♣❡rt② ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❙②st❡♠✭PP▼❙✮ ✐♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✷✲✶✵✵❑✳
❚❤❡ ♣❡❧❧❡t✐③❡❞ s❛♠♣❧❡ ✇❛s ♠♦✉♥t❡❞ ♦♥ s❛♠♣❧❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✇✐t❤ ❆♣✐❡③♦♥ ◆✲❣r❡❛s❡ ❢♦r ❜❡tt❡r
t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥t❛❝t✳
✺✳✷✳✺ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❚♦ st✉❞② t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6 t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ✭✵✱ ✷✱ ✹✱ ✻ ❛♥❞ ✽ ❚✮✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❛s
s✐♥t❡r❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❣r❛✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜② ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❛ ♣r❡ss❡❞ ♣❡❧❧❡t ✭t❤✐❝❦♥❡ss ✵✳✷✾ ♠♠
❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ ✶✾ ♠♠2✮ ❛t ✶✵✼✸ ❑ ❢♦r ✶✵ ❤♦✉rs✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣❡❧❧❡t ✇❛s ❝♦❛t❡❞ ✇✐t❤ s✐❧✈❡r ❡♣♦①②
♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s t♦ ♠❛❦❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❛s t❤❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡
♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❊ ♦❢
➧✻✾✵ ❑❱✴♠ ❛♥❞ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ µ0❍ ♦❢ ±✽ ❚ ✐♥ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❛t ✶✵✵ ❑ ❛♥❞ t❤❡♥
❝♦♦❧❡❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞♦✇♥ t♦ ✷ ❑✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t ❝✉r✈❡s ✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞s ✇❡r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❑❡✐t❤❧❡② ✻✺✶✹❆ ❡❧❡❝tr♦♠❡t❡r ✇❤✐❧❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t
❛ r❛t❡ ♦❢ ✸ ❑✴♠✐♥✳ ❊❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t✳
✺✳✸ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
✺✳✸✳✶ ❈r②st❛❧ str✉❝t✉r❡
❚❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6 ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② r❡♣♦rt❡❞❬✶✾❪✳ ■t ❝r②st❛❧❧✐③❡s ✇✐t❤
♠♦♥♦❝❧✐♥✐❝ ❈✷✴❝ s②♠♠❡tr② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❝❧✐♥♦♣②r♦①❡♥❡ str✉❝t✉r❡ t②♣❡✳ ■♥ ♠♦st
♣②r♦①❡♥❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s✱ t❤❡ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣ st❡♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✲
tr❛❝❤❛✐♥ ❛♥❞ ✐♥t❡r❝❤❛✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
t❤❡ ❛t♦♠✐❝ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐s t❤✉s ♦❢ ❣r❡❛t ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ✜✲
♥❛❧ ❘✐❡t✈❡❧❞ ♣❧♦t ❢♦r r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ◆P❉ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6 ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✳
❚❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✇❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥✳ ❆
❚❤♦♠s♦♥✲❈♦①✲❍❛st✐♥❣s ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ✇❛s ✉s❡❞❬✷✶❪✳ ▲♦✇ ❛♥❣❧❡ ♣❡❛❦ ❛s②♠♠❡✲
tr② ✇❛s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❡r❛r✲❇❛❧❞✐♥♦③③✐ ♠♦❞❡❧❬✷✷❪✳ ❈❛3▼♥2●❡3❖12 ✇❛s t❤❡ ♦♥❧②
♣❤❛s❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛s ✐♠♣✉r✐t②❀ ✐t ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❝❡❧❧ ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs ❛♥❞ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ✇❡r❡ r❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ r❡✜♥❡♠❡♥t ②✐❡❧❞❡❞ ❛ ✇❡✐❣❤t ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✶✺✭✶✮ ✪
❢♦r t❤✐s ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❛t♦♠✐❝ ❞✐st❛♥❝❡s ❛♥❞ ❜♦♥❞ ✈❛❧❡♥❝❡ s✉♠s
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇♦♥❞❙tr ♣r♦❣r❛♠❬✷✸❪ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✶ ❛♥❞ ✺✳✷✳ ❚❤❡② ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s❧② r❡♣♦rt❡❞ ✈❛❧✉❡s❬✶✾❪✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❘✐❡t✈❡❧❞ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6 ❢r♦♠ ◆P❉ ❞❛t❛ t❛❦❡♥ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
❖❜s❡r✈❡❞ ✭r❡❞✮✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✭❜❧❛❝❦✮✱ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✭❜❧✉❡✮ ♣❧♦ts ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❇r❛❣❣ r❡✢❡❝t✐♦♥s
❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❜❧✉❡ t✐❝❦ ♠❛r❦s✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r s❡t ♦❢ ❇r❛❣❣ r❡✢❡❝t✐♦♥s ✭r❡❞ ♠❛r❦s✮ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛
❈❛3▼♥2●❡3❖12 ✐♠♣✉r✐t② ♣❤❛s❡✳
❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❆❣r❡❡♠❡♥t ❢❛❝t♦rs ❛♥❞ r❡✜♥❡❞ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❈❛▼♥●❡2❖6✳
◆❛♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ① ② ③ ❇✭➴2✮
❈❛ ✹❡ ✵✳✵✵✵✵✵ ✵✳✸✵✼✺✭✽✮ ✵✳✷✺✵✵✵ ✵✳✾✭✶✮
▼♥ ✹❡ ✵✳✵✵✵✵✵ ✵✳✾✵✺✭✶✮ ✵✳✷✺✵✵✵ ✶✳✹ ✭✷✮
●❡ ✽❢ ✵✳✷✽✻✵✭✸✮ ✵✳✵✾✺✽✭✸✮ ✵✳✷✸✶✾✭✹✮ ✵✳✷✵✭✹✮
❖✶ ✽❢ ✵✳✶✶✸✸✭✸✮ ✵✳✵✾✹✾✭✺✮ ✵✳✶✹✹✹✸✭✶✮ ✵✳✶✼✭✻✮
❖✷ ✽❢ ✵✳✸✻✻✽✭✹✮ ✵✳✷✺✸✷✭✹✮ ✵✳✸✺✹✺✭✽✮ ✵✳✺✺✭✻✮
❖✸ ✽❢ ✵✳✸✺✻✺✭✹✮ ✵✳✵✸✷✹✭✺✮ ✵✳✾✽✵✷✭✽✮ ✵✳✺✶✭✻✮
❘p❂✽✳✵✻✱ ❘wp❂✾✳✸✸✱ ❘exp❂✶✳✾✵✱ ❈❤✐2❂✷✸✳✾✾✱ ❘bragg❂✸✳✻✺
❛❂✶✵✳✷✼✾✹✭✸✮ ➴✱ ❜❂✾✳✶✼✺✻✭✸✮ ➴✱ ❝❂✺✳✹✼✶✹✭✷✮ ➴✱ α❂✾✵➦✱ β❂✶✵✹✳✷✹✹✭✷✮➦✱ γ❂✾✵➦
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❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ Pr✐♥❝✐♣❛❧ ❝❛t✐♦♥✲❛♥✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡s ✭➴✮ ❛♥❞ ❛♥❣❧❡s ❢♦r ❈❛▼♥●❡2❖6✳
❈❛✲❖✶ ✷✳✹✶✼✭✼✮ ●❡✲❖✶ ✶✳✼✶✻✭✹✮
❈❛✲❖✷ ✷✳✸✷✻✭✹✮ ●❡✲❖✷ ✶✳✼✶✽✭✺✮
❈❛✲❖✸ ✷✳✼✹✻✭✼✮ ●❡✲❖✸ ✶✳✽✵✸✭✺✮
❈❛✲❖✸ ✷✳✻✶✹✭✻✮ ●❡✲❖✸ ✶✳✽✵✽ ✭✺✮
❆✈❡✳❉✐st✳ ✷✳✺✷✻✭✷✮ ❆✈❡✳❉✐st✳ ✶✳✼✻✶✭✷✮
❇❱❙ ✶✳✾✹✭✶✮ ❇❱❙ ✸✳✽✾✭✸✮
▼♥✲❖✶ ✷✳✷✺✺✭✾✮ ▼♥✲▼♥ ✭✐♥tr❛✮ ✸✳✷✹✾✭✽✮
▼♥✲❖✶ ✷✳✶✽✼✭✾✮ ▼♥✲▼♥ ✭✐♥t❡r✶✮ ✺✳✾✶✽✭✼✮
▼♥✲❖✷ ✷✳✶✷✺✭✽✮ ▼♥✕▼♥✭✐♥t❡r✷✮ ✻✳✽✽✾✭✶✮
❆✈❡✳❉✐st✳ ✷✳✶✽✾✭✸✮ ▼♥✲❖✶✲▼♥ ✾✹✳✵✭✹✮➦
❇❱❙ ✷✳✵✻✭✷✮ ▼♥✲❖✶✲❖✷ ✶✷✻✳✶✭✷✮➦
❖✶✲❖✷✲▼♥ ✶✹✶✳✸✭✹✮➦
❖✷✲❖✶✲▼♥ ✶✸✽✳✶✭✹✮➦
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ✭▲❡❢t✮ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛▼♥●❡2❖6 str✉❝t✉r❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✲❛①✐s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡
❞❛s❤❡❞ r❡❝t❛♥❣❧❡ ♠❛r❦s t❤❡ ♥❡❛r❡st✲♥❡✐❣❤❜♦r ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❝❤❛✐♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ✭❘✐❣❤t✮ ❚❤❡ ▼♥❖6 ③✐❣③❛❣ ❝❤❛✐♥s s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ●❡❖4 t❡tr❛❤❡❞r❛ ✈✐❛
❝♦r♥❡r s❤❛r✐♥❣✱ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ◆P❉ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ▼❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤✇❛②s ❜❡✐♥❣
tr✐❛♥❣✉❧❛r ❣❡♦♠❡tr② ✐♥ ❈❛▼♥●❡2❖6✳ ❏ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ③✐❣③❛❣ ❝❤❛✐♥ ❛♥❞
❝♦♥♥❡❝ts ◆◆ ▼♥2+s✐t❡s❀ ❏✶ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❞❥❛❝❡♥t ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❝❤❛✐♥s
❜✉t ✈✐❛ t✇♦ t❡tr❛❤❡❞r❛❀ ❏✷ s❤♦✇s t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❝❤❛✐♥s t❤r♦✉❣❤ ♦♥❡
t❡tr❛❤❡❞r♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❚❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ❞r❛✇✐♥❣ s❤♦✇s t❤❡ t✇♦ ✐♥t❡r❝❤❛✐♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣❛t❤✇❛②s ❏✶ ❛♥❞ ❏✷
❢♦r ❈❛▼♥●❡2❖6✳
❚❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6 ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✳ ■t ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡
❛❧t❡r♥❛t❡ st❛❝❦✐♥❣ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❛✲❛①✐s ♦❢ ❧❛②❡rs ♠❛❞❡ ♦❢ ▼♥❖6 ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❛♥❞ ❧❛②❡rs
♦❢ ●❡❖4 t❡tr❛❤❡❞r❛✳ ■♥ t❤❡ ♦❝t❛❤❡❞r❛❧ ❧❛②❡r✱ ▼♥❖6 ♦❝t❛❤❡❞r❛ s❤❛r❡ t❤❡✐r ❖✶✲❖✶ ❡❞❣❡s t♦
❢♦r♠ ③✐❣③❛❣ ✐♥✜♥✐t❡ ❝❤❛✐♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✲❛①✐s✳ ❚❤❡② ❛r❡ s❧✐❣❤t❧② ❞✐st♦rt❡❞ ✇✐t❤ t❤r❡❡ ❞✐st✐♥❝t
▼♥✲❖ ❜♦♥❞ ❧❡♥❣t❤s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✷✳✶✷✺ ➴ t♦ ✷✳✷✺✺ ➴ ❛♥❞ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❜♦♥❞ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✷✳✶✽✾
➴ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♦♥✐❝ r❛❞✐✉s ❢♦r ▼♥2+ ✭✸❞5✮ ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ s♣✐♥ st❛t❡ ✭ ✵✳✽✸➴ ✮✳
❲✐t❤✐♥ t❤❡ ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❝❤❛✐♥s✱ t❤❡ s❤♦rt❡st ✭✐♥tr❛❝❤❛✐♥✮ ▼♥✲▼♥ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ✸✳✷✹✾ ➴✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❢♦r ♣②r♦①❡♥❡s❬✷✹❪✱ t❤❡ ❡❞❣❡✲s❤❛r✐♥❣
❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ ▼❖6 ✇✐t❤ ▼✲❖✲▼ ❛♥❣❧❡ ❝❧♦s❡ t♦ ✾✵➦ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐r❡❝t
❛♥❞ s✉♣❡r❡①❝❤❛♥❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ■♥ ❈❛▼♥●❡2❖6✱ t❤❡ ▼♥✲❖✶✲▼♥ ❛♥❣❧❡ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞
❛s ✾✹➦ ❢r♦♠ t❤❡ ◆P❉ ❞❛t❛✱ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❞❡✈✐❛t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ✾✵ ➦ ✈❛❧✉❡✳ ❆s ♠❛r❦❡❞
✇✐t❤ ②❡❧❧♦✇ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✭❧❡❢t✮✱ t❤❡ ▼♥❖6 ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❝❤❛✐♥s ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ ❜② ❝♦r♥❡r✲
s❤❛r✐♥❣ ●❡❖4 ❝❤❛✐♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛✲❛①✐s✳ ❋r♦♠ t❤❡ ✈✐❡✇♣♦✐♥t ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐s♠✱ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧
❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❧❡❛❞s t♦ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉♣❡r✲s✉♣❡r ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣❛t❤✇❛②s ❜❡t✇❡❡♥ ▼♥2+
❝❛t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❝❤❛✐♥s t❤r♦✉❣❤ ❛ ●❡❖4 t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ❡❞❣❡✳ ❚❤❡② ✇❡r❡
♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ❜❧✉❡ ❛♥❞ ♣✉r♣❧❡ ❧✐♥❡s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✷✭r✐❣❤t✮✱ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t s❝❤❡♠❛t✐❝ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐s ❛❧s♦ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✵✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✱ t❤❡ ❏✶
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ♠❡❞✐❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛t❤s ✭▼♥✲❖✶✲❖✷✲▼♥ ❛♥❞ ▼♥✲❖✷✲❖✶✲▼♥✮ ✇❤✐❧❡
❢♦r ❏✷ ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛t❤ ❡①✐sts✳
✺✳✸✳✷ ▼❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6 ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❩❋❈ ❛♥❞
❋❈ ♣r♦❝❡ss❡s ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ➭0❍❂✵✳✶✱ ✶ ❛♥❞ ✺ ❚✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✹✭❛✮
❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥❧❛r❣❡❞ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣❛rt ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✹ ✭❜✮ ✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛ ❧❛r❣❡
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ✭❛✮ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6 ✉♥❞❡r
❞✐✛❡r❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✳ ❚❤❡ ✐♥s❡t s❤♦✇s t❤❡ ❈✉r✐❡✲❲❡✐ss ✜t ❢♦r ✐♥✈❡rs❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②
✭r❡❞ ❧✐♥❡✮✳ ✭❜✮ ❊♥❧❛r❣❡❞ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣❛rt✳
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❩❋❈ ❛♥❞ ❋❈ ❝✉r✈❡s ❜❡❧♦✇ ✹✺ ❑ ✉♥❞❡r ✵✳✶ ❚ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ s❤❛r♣ tr❛♥s✐t✐♦♥
❛t ✶✺ ❑✳ ◆♦ s✉❝❤ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✉♥❞❡r ❤✐❣❤❡r ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ♦❢ ✶ ❛♥❞ ✺ ❚✳ ❆❧❧
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❡①❤✐❜✐t ❛ ❝✉s♣ ❛t ❚N❂✶✺ ❑✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❆❋▼ ♦r❞❡r✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥✳
■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡♣♦rt ❬✶✾❪ t❤❡ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❝✉r✈❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ✵✳✺ ❚ ✇❛s s❤♦✇♥ ✉♣ t♦ ✺✵ ❑
♦♥❧② ❛♥❞ ❞✐❞ ♥♦t ❞✐s♣❧❛② ❛♥② ❢❡❛t✉r❡ ❛r♦✉♥❞ ✹✺ ❑❀ ♦♥❧② ♦♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛t ✶✷ ❑ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞✳
❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥s❡t ♦❢ ✜❣✉r❡ ✺✳✹ ✭❛✮✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❛t ✵✳✶ ❚ ✇❛s ✜tt❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❈✉r✐❡✲❲❡✐ss ❧❛✇ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✼✺ ❑ ❛♥❞ ✸✺✵ ❑✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦♠❡♥t μeff ❂
✺✳✼✾ ✭✶✮ μB✱ ❝♦♥s✐st❡♥t t♦ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s♣✐♥✲♦♥❧② ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✺✳✾✷ μB ❢♦r ▼♥2+ ❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤
s♣✐♥ st❛t❡✱ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡♣♦rt✳ ❚❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❲❡✐ss t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✲✸✺✭✶✮
❑ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ✐♥ t❤✐s s②st❡♠✳ ❆♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧
♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ❢r✉str❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢r✉str❛t✐♦♥ ✐♥❞❡① ❢ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢❂−θCWTN ❬✸✷❪✳ ❋♦r
❈❛▼♥●❡2❖6✱ f❂✷✳✸✸✳
❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✈✐❛ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✲
✐t② ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t
❢♦r ❈❛▼♥●❡2❖6✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝✉s♣ ✐♥ ❈p ❛r♦✉♥❞ ✶✺❑ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣
tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ◆❡❡❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♠❛❣♥❡t✐❝
s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❡❛❦s ✐♥ ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✭s❡❡
❜❡❧♦✇✮✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6✱ ❈mag✱ ❛s s❤♦✇♥
✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✺✭❜✮ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ♣❤♦♥♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❛✲
❧♦❣✉❡ ❈❛❩♥●❡2❖6✳ ❚❤❡ ♣❧♦tt❡❞ ❈mag ✈s ❚ ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞
❛t ❛r♦✉♥❞ ✶✺ ❑ ✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❞❛t❛✱ ❡✈✲
✐❞❡♥❝✐♥❣ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ♦r❞❡r ❛t⑦✶✺ ❑✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥tr♦♣② ✇✐t❤
❙m❂✶✸✳✺❏✴♠♦❧✴❑ ❛t ✼✺ ❑✱ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❈mag✲❚ ❝✉r✈❡✱ ✐s ❛❜♦✉t ✾✶✪ ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶✹✳✾ ❏✴♠♦❧✴❑ ❢♦r t❤❡ s♣✐♥ ❙❂✺✴✷ ▼♥2+ ✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② ❘❧♥✭✷❙✰✶✮✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✺
✭❜✮✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥tr♦♣② ✜rst ❞r♦♣s ❞♦✇♥ s❧♦✇❧② ♦♥ ❝♦♦❧✐♥❣ ♦✈❡r ❛ ❜r♦❛❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡
❜❡t✇❡❡♥ ✻✵❑ ❛♥❞ ◆❡❡❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❚N❂✶✺❑✱ t❤❡♥ ❜❡❧♦✇ ∼✶✺❑✱ ❛ r❛♣✐❞ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ✭❛✮❙♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6 ❛♥❞ ❈❛❩♥●❡2❖6 ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ ❧❛tt✐❝❡
st❛♥❞❛r❞✳ ✭❜✮✭❜❧❛❝❦✮❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6❀
✭❜❧✉❡✮❚❤❡ ❡♥tr♦♣② r❡❧❡❛s❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣✳ ❇❧✉❡ ❞❛s❤ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t❤❡♦r❡t✲
✐❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ✭❛✮ ■s♦t❤❡r♠❛❧ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6 ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛t ❚❂✷✱ ✹✱ ✷✵✱ ✹✵✱
✻✵ ❛♥❞ ✸✺✵ ❑✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❤②st❡r❡s✐s ❧♦♦♣s ❢♦r ❈❛▼♥●❡2❖6 ❛t ✈❛r✐♦✉s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✹✱
✹✵ ❛♥❞ ✻✵ ❑✳
❚❤❡ ❢♦r♠❡r ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❡♥tr♦♣② r❡❧❡❛s❡✱ ✐♥❞❡❡❞✱ ❛❜♦✉t ❤❛❧❢ ♦❢
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥tr♦♣② ✭✺✶✪✮ ✐s r❡❧❡❛s❡❞ ❛❜♦✈❡ ❚N ✳ ❚❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣r♦❜❛❜❧② ❛r✐s❡s ❢r♦♠
s❤♦rt✲r❛♥❣❡ s♣✐♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❝❝✉rs ✐♥ ◆❛▼♥●❡2❖6✱
▲✐❋❡❙✐2❖6 ❛♥❞ ◆❛❋❡❙✐2❖6❬✶✺❪s❤♦✇✐♥❣ ✉♣ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ str♦♥❣ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦rr❡✲
❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ q✉❛s✐✲✶❉ s♣✐♥ ❝❤❛✐♥s ❢❛r ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ♦r❞❡r✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡❬✶✸❪✳ ■♥
❢❛❝t✱ ❢♦r ◆❛▼♥●❡2❖6 ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❛ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥tr♦♣② ✭✻✽✪✮ ✉♥❞❡r
③❡r♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞❬✶✸❪ ✐s r❡❧❡❛s❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ♦r❞❡r✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✇❤✐❧❡ ▲✐❋❡❙✐2❖6
❤❛s ❛r♦✉♥❞ ✽✵✪ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥tr♦♣② ❛♥❞ ▲✐❋❡❙✐2❖6 ❤❛s ❛r♦✉♥❞ ✻✺✪ ✇❡❧❧ ❛❜♦✈❡ t❤❡✐r ❧♦♥❣
r❛♥❣❡ ♦r❞❡r✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s❬✶✺❪✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ✭❛✮❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❛❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②
♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6 ✳✭❜✮❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6 ❛t ✷✺✵❍③
✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✳
❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ ❇❛s✐s ✈❡❝t♦rs ❢♦r ▼♥2+ ❛t ✹❡ s✐t❡ ✭✐♥❞✐❝❛t❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ▼♥✶✭✵✱ ✵✳✾✵✺✱ ✵✳✷✺✮✱ ▼♥✷✭✵✳✺✱
✵✳✹✵✺✱ ✵✳✷✺✮✱ ▼♥✸ ✭✵✱ ✵✳✵✾✺✱ ✵✳✼✺✮✱ ▼♥✹✭✵✳✺✱ ✵✳✺✾✺✱ ✵✳✼✺✮✳ ◆♦t❛t✐♦♥s✿ ❋❂❙✶✰❙✷✰❙✸✰❙✹✱ ❈❂
❙✶✰❙✷✲❙✸✲❙✹✳
■❘ ❇❛s✐s ✈❡❝t♦r ❙♣❛❝❡ ❣r♦✉♣
Γ✶ ✭✵✱❋②✱✵✮ ❈✷✴❝
Γ✷ ✭✵✱❈②✱✵✮ ❈✷✴❝✬
Γ✸ ✭❋①✱ ✵✱ ❋③✮ ❈✷✬✴❝✬
Γ✹ ✭❈①✱✵✱❈③✮ ❈✷✬✴❝
❋✐❡❧❞✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s♦t❤❡r♠s ▼✭❍✮ ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✷ ❑ ❛♥❞ ✸✺✵ ❑ ❛♥❞
❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✻✭❛✮✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞✲✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s ❧✐♥❡❛r ✉♣ t♦ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞s
♦❢ ✺❚ ❛❜♦✈❡ ❚N ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♥ t❤❡ ❝✉r✈❡s ❛t ✷ ❑ ❛♥❞ ✹ ❑✱ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s❧♦♣❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛t
➭0❍⑦✸✳✹ ❚ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ❞▼✴❞❍✱ ❛s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❛rr♦✇✳ ❚❤✐s ✐s
✐♥❞✐❝❛t✐✈❡ ♦❢ ❛ ✜❡❧❞ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❡t❛♠❛❣♥❡t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ◆♦ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ✜❡❧❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ✭▼❁✵✳✻➭B✴▼♥2+ ❛t ✺❚✮✳ ■s♦t❤❡r♠❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❤②st❡r❡s✐s ❧♦♦♣s ✇❡r❡
♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ✈❛r✐♦✉s t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✻✭❜✮✱ ♥♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❤②st❡r❡s✐s ❝❛♥ ❜❡
❞❡t❡❝t❡❞ ❛t ✻✵ ❑✱ ✇❤❡r❡❛s ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❤②st❡r❡s✐s s✐❣♥❛❧ ✐s ❝❧❡❛r❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡❧♦✇ ✹✵ ❑ ✇❤✐❝❤
✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s♠❛❧❧ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝
❝♦♠♣♦♥❡♥t ✿ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❛t ✹✵❑✱ ✷✵❑ ❛♥❞ ✹❑ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✹✳✽×✶✵−3 ➭B✴▼♥2+✱ ✼✳✷×✶✵−3
➭B✴▼♥2+ ❛♥❞ ✼✳✽×✶✵−3 ➭B✴▼♥2+✳ ❚❤❡ ❝♦❡r❝✐✈❡ ✜❡❧❞s ❛t ✹✵❑✱ ✷✵❑✱ ✹❑ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❤②st❡r❡s✐s ❧♦♦♣s ❛r❡ ✵✳✵✹✺❚✱ ✵✳✵✼✵❚ ❛♥❞ ✵✳✵✼✸❚✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ r✐s❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝
❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❞ ❝♦❡r❝✐✈❡ ✜❡❧❞ ❢r♦♠ ✹✵❑ t♦ ✷✵❑ ❛r❡ ♠♦r❡ s✉❜st❛♥t✐❛❧ t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❢r♦♠ ✷✵❑ t♦
✹❑✳
❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6
✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✼✳ ■t ✐s ❛♣♣❛r❡♥t✱ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✺✳✼✭❛✮✱ t❤❛t t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ ❛❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②
✐s ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❞❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ P❧♦t ♦❢ ♥❡✉tr♦♥ ♣♦✇❞❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ s❝❛♥s s❤♦✇✐♥❣ ✉♣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛t
✶✺❑ ✉s✐♥❣ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✷✳✺✷➴✳
t✇♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❝✉r✈❡s✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t✇♦
❝✉s♣s✳ ❚❤❡② ❛♣♣❡❛r ❛t ❛r♦✉♥❞ ✶✺ ❑ ❛♥❞ ✹✸ ❑✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢
♣❡❛❦✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❛t ❛ ✜①❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ ✷✺✵❍③ ✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s ❞❝ ♠❛❣✲
♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✼ ✭❜✮✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ ❛❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ✐s ❛❧♠♦st ✉♥❝❤❛♥❣❡❞
✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✳ ❇♦t❤ t❤❡s❡ ❛❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t✐❡s s❤♦✇ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ♠❛❣♥❡t✐❝
♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐s❝❛r❞s t❤❡
❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s♣✐♥✲❣❧❛ss✲❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤✐s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡✳
✺✳✸✳✸ ▼❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡
❋✐❣✉r❡ ✺✳✽ s❤♦✇s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ◆P❉ ♣❛tt❡r♥s ❜❡❧♦✇ ✻✵ ❑ ❢♦r ❈❛▼♥●❡2❖6✳ ❖♥❡
❝❛♥ ❡❛s✐❧② ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❜❡❧♦✇ ✶✺ ❑✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣
t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ✶✺ ❑✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❜✲
s❡r✈❡❞ ❛t ✹✺ ❑ ✐♥ ♦✉r ❧♦✇ ✜❡❧❞ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❧♦♥❣
r❛♥❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣✳ ❆t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛❧❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞❡①❡❞ ✇✐t❤
❛ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛t❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❦❂✭✵✱✵✱✵✮✳ ❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
str✉❝t✉r❡ ✇❛s ❞♦♥❡ ❜② s②♠♠❡tr② ❛♥❛❧②s✐s✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❇❡rt❛✉t❬✷✺❪✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ ✈❡rs✐♦♥ ✷ ❑ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠
❙❆❘❆❤✲❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s❬✷✻❪ ❛♥❞ ❇❛s■r❡♣s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ ❋✉❧❧♣r♦❢ ❙✉✐t❡ ❬✷✼❪✳ ❋♦r t❤❡
▼♥2+ ❝❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✹❡ ❲②❝❦♦✛ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣ ❈✷✴❝✱ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s Γ❂✶Γ11✰✶Γ
1
2✰✷Γ
1
3✰✷Γ
1
4✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦✲
❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ■❘ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✸✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ✹
♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝❡❧❧ ❜✉t ♦♥❧② t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❈
❝❡♥t❡r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ ❦ ✈❡❝t♦r✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ▼♥2+
❝❛t✐♦♥s s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② r❡❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❈ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②
t❤❡ t✇♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❛ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦♥❡ ❋❂✭❙✶✰❙✷✮✰✭❙✸✰❙✹✮ ❛♥❞ ❛♥
❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦♥❡ ❈❂ ✭❙✶✰❙✷✮✲✭❙✸✰❙✹✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱
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t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❛♥❛❧②s✐s ✭Γ2
❛♥❞ Γ4✮ ✇❡r❡ t❡st❡❞ ❜② ❘✐❡t✈❡❧❞ r❡✜♥❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❜❡st ✜t ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡✲
s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ■❘ Γ4 ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣ ❈✷✬✴❝✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ r❡✜♥❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ✷ ❑
◆P❉ ♣❛tt❡r♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✾✭❛✮✳
❆ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✵✳ ❚❤❡ ▼♥2+ ♠❛❣♥❡t✐❝
♠♦♠❡♥t ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② s②♠♠❡tr② ✐♥ t❤❡ ✭❛✱❝✮ ♣❧❛♥❡✱ ❛❧✐❣♥❡❞ ♠❛✐♥❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛✲❛①✐s ✇✐t❤
❛ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✶✹✳✶✸➦✱ ✇✐t❤ ♠a❂✹✳✸✵✭✶✮μB✱ ♠c❂✶✳✶✹✭✸✮μB✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s r❡s✉❧t ❞✐✛❡rs ❢r♦♠
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ r❡♣♦rt❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②❬✶✾❪ ✇✐t❤ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡
❜✲❛①✐s ♦❢ ✵✳✼✽✭✾✮μB ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞ ❜② s②♠♠❡tr②✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♦r❞❡r❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t
r❡✜♥❡❞ ❛t ✷ ❑ ✐s ✹✳✶✼✭✺✮μB ✇❤✐❝❤ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s♣✐♥✲♦♥❧② ✈❛❧✉❡ ❢♦r ▼♥2+✳
❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✾ ✭❜✮ ❛♥❞ ❝♦♥✜r♠s
t❤❡ ❚N❂✶✺ ❑ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♦✉r ❞❝ ❛♥❞ ❛❝
♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣✲
♥❡t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▼♥2+ ❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ▼♥❖6 ♦❝t❛❤❡❞r❛ ③✐❣③❛❣ ❝❤❛✐♥s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
s♣✐♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❝❤❛✐♥s ✭❛s ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ②❡❧❧♦✇ ❞❛s❤❡❞ r❡❝t❛♥❣❧❡ ✐♥ ✜❣✉r❡
✺✳✷✮ ❛r❡ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ t✇♦ s✉♣❡r✲s✉♣❡r ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣❛t❤s ❏✶ ✭❞♦✉❜❧❡✮ ❛♥❞ ❏✷✳ ■❢ ❜♦t❤
❏✶ ❛♥❞ ❏✷ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥ ♥❛t✉r❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r
♦❜s❡r✈❡❞ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❏✷ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ t♦ ❜❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞ ❛♥❞ t❤❡ s②st❡♠ t♦ ❜❡ ❢r✉str❛t❡❞✳
✺✳✸✳✹ ❙❤♦rt r❛♥❣❡ s♣✐♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s
❊✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r s❤♦rt r❛♥❣❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝❤❡❝❦s ❝❛r❡❢✉❧❧② t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ◆P❉ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❋♦r ❈❛▼♥●❡2❖6✱ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ◆P❉ ❞❛t❛ ❜❡t✇❡❡♥ ✷✵ ❑ ❛♥❞ ✺✵ ❑✳ ❚❤❡ ◆P❉ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♣❛tt❡r♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠
✭t❤❡ ✐♥s❡t ♦❢ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✷✭❛✮✮ ❞✐s♣❧❛②s ❝❧❡❛r❧② ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐✛✉s❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
❛t ❛❜♦✉t ❞❂✺✳✹✭✶✮ ➴ ✇✐t❤ ❛s②♠♠❡tr✐❝ s❤❛♣❡✱ s✐❣♥✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s❤♦rt r❛♥❣❡ ♠❛❣✲
♥❡t✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❜r♦❛❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣❡❛❦ ❢❡❛t✉r❡❞ ❜② t❤❡ s❤❛r♣ r✐s❡ ❛t ❧♦✇ ◗ ✭❤✐❣❤ ❞
✈❛❧✉❡✮ ❛♥❞ ❛ ❣r❛❞✉❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡ t♦✇❛r❞ ❤✐❣❤ ◗ ✭❧♦✇ ❞ ✈❛❧✉❡✮✱ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❧♦✇✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ♦r❞❡r✳ ❋❡✇ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❤❛✈❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡s❡
❦✐♥❞ ♦❢ ❢❡❛t✉r❡✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❲❛rr❡♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢r♦♠ r❛♥❞♦♠
❧❛②❡r st❛❝❦✐♥❣ s②st❡♠s ✭✷❉✮ ✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞✐✛✉s❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢r♦♠ ❛
❧❛②❡r❡❞ ♠❛❣♥❡t ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡r❡ ❛r❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡✱ ❜✉t ♥♦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠❬✸✸✱ ✸✹✱ ✸✺❪✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ t❤❡♦r② ❜❡t✇❡❡♥ r❛♥❞♦♠❧② ♦r✐✲
❡♥t❡❞ ❧✐♥❡ ❣r❛t✐♥❣s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❧✐♥❡❛r str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❝r②st❛❧s ❛♥❞ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛rr❛②s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❧♦♥❣ t❛✐❧s ❛t ❤✐❣❤ ◗ s✐❞❡ ✐♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥s
❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❜♦t❤ r❛♥❞♦♠❧② ♦r✐❡♥t❡❞ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛rr❛②s ❛♥❞ r❛♥❞♦♠❧② ♦r✐❡♥t❡❞
❧✐♥❡ ❣r❛t✐♥❣s❬✸✻❪✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❛rr❛②s✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ t❛✐❧ ✈❛r✐❡s
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ◗−2✱ ✇❤❡r❡❛s ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐♥❡ ❣r❛t✐♥❣s t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ t❛✐❧ ✈❛r✐❡s ❛s ◗−1✳
■♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣❡❛❦ r❡✈❡❛❧s t❤❡ s❧♦✇ ❞❡❝❛② ❛t ❤✐❣❤ ◗ s✐❞❡✱ t❤✉s✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❡
♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❞✐✛✉s❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥ ❈❛▼♥●❡2❖6✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡①t✲
♥❡❛r❡st ▼♥2+ ✐♥tr❛❝❤❛✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✺✳✹ ➴✱ t❤✐s s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ✭❛✮ ❖❜s❡r✈❡❞ ✭s②♠❜♦❧s✮ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✭❧✐♥❡✮ ♣♦✇❞❡r ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛t✲
t❡r♥s ❢♦r ❈❛▼♥●❡2❖6 ❛t ✷ ❑✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ t✐❝❦ ♠❛r❦s s❤♦✇s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡
♥✉❝❧❡❛r r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❜❧✉❡ t✐❝❦ ♠❛r❦s✳ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♠❛r❦❡❞ ✐♥ r❡❞ ❜❡❧♦♥❣ t♦
❛ ❈❛3▼♥2●❡3❖12 ✐♠♣✉r✐t② ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s✳ ✭❜✮ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✜♥❡❞ ▼♥2+ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ✭▲❡❢t✮ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6❀ ✭❘✐❣❤t✮ t❤❡
s❝❤❡♠❛t✐❝ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❤❡r❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ✇❡r❡ ❛❞❞❡❞ ❛r❜✐tr❛r✐❧②
✐♥ ♦r❞❡r ❜❡tt❡r t♦ ❡①❤✐❜✐t t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ ❆ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❢♦r ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ③✐❣③❛❣ ❝❤❛✐♥ s②st❡♠✳
❘0✭✸✳✷✹➴✮ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst ♥❡✐❣❤❜♦r ♦❢ ▼♥2+❝❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞
❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧②✳ ❘1 ✭❂✉♥✐t ❝❡❧❧ ❝ ♣❛r❛♠❡t❡r✮ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s❡❝♦♥❞ ♥❡✐❣❤✲
❜♦r ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝✳
♦❢ s❤♦rt r❛♥❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ▼♥2+ ❝❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❝❤❛✐♥s ✇✐t❤
✈❛♥✐s❤✐♥❣ ✐♥t❡r❝❤❛✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❆♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛✉s❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✶❉ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❢♦r ♦✉r s②st❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤
❏✉❧✐❡♥ ❘♦❜❡rt ✭◆é❡❧ ■♥st✐t✉t✮✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ③✐❣③❛❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ▼♥❖6 ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❝❤❛✐♥s ✐♥ ❈❛▼♥●❡2❖6✱ ❛❧♦♥❣
✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡✱ ❛ q✉❛s✐✲♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧
❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✶✱ ❛❧❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ❛t ▼♥ s✐t❡s r✉♥♥✐♥❣ ❡①❛❝t❧②
❛❧♦♥❣ ❝ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧② ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♥❡❛r❡st✲♥❡✐❣❤❜♦rs ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤
❆❋▼ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❆❋▼ ♦r❞❡r ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❝♦rr❡❧❛t❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ❡①♣r❡ss❡❞
✶❉ ❝❤❛✐♥✳ ❚❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝❛②✐♥❣ ❆❋▼ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ✿
< S0Si >= (−1)
iS2 exp(−
di
ξ
) ✭✺✳✶✮
✇❤❡r❡ ❙ ✐s t❤❡ s♣✐♥✱ ❛♥❞ ❞i ❞❡s✐❣♥❛t❡s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♣✐♥s✱ ❛♥❞ ξ ✐s t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤
✐♥ ❛♥❣str♦♠s✳ ❋✉rt❤❡r✱ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
✭✷✵❑✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
S(Q) = f(Q)2
∑
i
< S0Si >
Sin(QRi)
QRi
✭✺✳✷✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ❢✭◗✮ ✐s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r ✇✐t❤ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ t❤❡
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✇❡r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ t❛❜❧❡s ❢♦r ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤②❬✸✼❪✱ ❘i r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐t❡s ✐♥ ✶❉ ❝❤❛✐♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐✛✉s❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❞❛t❛ ✭❛t ✺✵❑✮ ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❛t❛✱
t❤❡ ✜t ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿
Iexperimental = IlS(Q)− Ihf(Q)
2 ✭✺✳✸✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ξ✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ■l✱ ❛♥❞
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t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s✐❣♥❛❧ ■h✳
❚❤❡ ❜❡st ✜t ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✷✭❜✮✳ ❚❤❡ ✜tt❡❞ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ■l ❛♥❞
t❤❡ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s✐❣♥❛❧ ■h ❛r❡ ✹✶✻✷✳✼✶ ❛♥❞ ✹✸✶✸✳✾✷✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ✜t ❣✐✈❡s ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❧❡♥❣t❤ ξ❂ ✶✵±✶ ➴ ❢♦r t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✲❛①✐s✱ ❡✈✐❞❡♥❝✐♥❣ t❤❡ s❤♦rt✲r❛♥❣❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✳ ■♥ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❲❛rr❡♥ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢♦r♠ ♦❢
❙✭◗✮✱ s♦ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♠❛❦❡ r❡❛❧❧② ♣❤②s✐❝❛❧ s❡♥s❡ ❜② ✜tt✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣
❛♥ ❡rr♦r ❜❛r ❢♦r ❡❛❝❤ r❡✜♥❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✳
❚❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ✶❉ s❤♦rt r❛♥❣❡ s♣✐♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❈❛▼♥●❡2❖6 ❡①tr❛t❡❞ ❢r♦♠ ❘✐❡t✈❡❧❞ r❡✜♥❡♠❡♥t
♦❢ ◆P❉ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✷✲✸✵✵❑ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡✳ ❚❤❡② ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✸✳ ❚❤❡ ❛✲
❛♥❞ ❜✲ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠♦♥♦❝❧✐♥✐❝ ❜❡t❛ ❛♥❣❧❡ ❢♦❧❧♦✇ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡✳ ◆♦ ❛♥♦♠❛❧② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛t ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ❢r♦♠ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ❝✲♣❛r❛♠❡t❡r ❡①❤✐❜✐ts ❛
str♦♥❣ ❛♥♦♠❛❧② ❜❡❧♦✇ ✹✵✲✺✵ ❑✱ ✇✐t❤ ❛ s❤❛r♣ ❞❡❝r❡❛s❡ ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡st t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤✐s
❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❛ ♠❛❣♥❡t♦str✐❝t✐✈❡ ❡✛❡❝t r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❤♦rt r❛♥❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s
❛❜♦✈❡ ✶✺ ❑✳ ❚❤✐s ❛♥♦♠❛❧② ❜❡✐♥❣ ❞❡t❡❝t❡❞ ♦♥❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✲❛①✐s s✉♣♣♦rts t❤❡ ✜tt✐♥❣ r❡s✉❧ts
♦❢ ❞✐✛✉s❡ ♥❡✉tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ t❤❛t t❤✐s s❤♦rt r❛♥❣❡ s♣✐♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐s ❞✉❡ t♦ ✶❉ ✐♥tr❛❝❤❛✐♥
❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▼♥2+ ❝❛t✐♦♥s✳
✺✳✸✳✺ ▲✐♥❡❛r ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t
❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣ ❈✷✬✴❝ ❛❧❧♦✇s
❧✐♥❡❛r ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t✱ ❛♥❞ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✈❡r✐✜❡❞ ❜② s②♠♠❡tr② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❜❡❧♦✇✳ ❆s
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✿
Pi = αijHj ✭✺✳✹✮
❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❈❛▼♥●❡2❖6 ❤❛s ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣ ✷
′
✴♠ ❜❡❧♦✇ ✶✺
❑✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧② t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ s②♠♠❡tr② ❡❧❡♠❡♥ts ❛r❡ t✇♦❢♦❧❞ r♦t❛t✐♦♥ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② t✐♠❡
r❡✈❡rs❛❧ ✭2
′
✮ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❜✲❛①✐s✱ ❛♥❞ ❛ ♠✐rr♦r ♣❧❛♥❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡ ❜✲❛①✐s✳ ❆♣♣❧②✐♥❣
◆❡✉♠❛♥♥✬s ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✜rst ❢♦r 2
′
‖ b✿


α,
11
α,
12
α,
13
α,
21
α,
22
α,
23
α,
31
α,
32
α,
33

 = (−1)(+1)


−1 0 0
0 1 0
0 0 −1




α11 α12 α13
α21 α22 α23
α31 α32 α33




−1 0 0
0 1 0
0 0 −1


✭✺✳✺✮
=


−α11 α12 −α13
α21 −α22 α23
−α31 α32 −α33


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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ✭❛✮ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ◆P❉ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛t ✷✵ ❑ ❛♥❞ ✺✵ ❑ ✐♥ ❈❛▼♥●❡2❖6✳
■♥s❡t s❤♦✇s t❤❡ ◆P❉ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♣❛tt❡r♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✷✵❑ ❛♥❞ ✺✵❑✳ ✭❜✮ ❉✐✛✉s❡ ♥❡✉tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣
❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ◆P❉ ♣❛tt❡r♥ ❛t ✺✵ ❑ ❢r♦♠ ♣❛tt❡r♥ ❛t ✷✵ ❑✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦ ✇❛s ✇❡❧❧ ✜tt❡❞ ❜② ❛
♠♦❞❡❧ ♦❢ ✶❉ s❝❛tt❡r✐♥❣✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ▲❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢r♦♠ r❡✜♥❡♠❡♥t
♦❢ ◆P❉✳
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❚❤✐s ❡q✉❛❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ✐❢ α11❂α13❂α22❂α31❂α33 = 0✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s tr❛♥s❢♦r♠❡❞
✉♥❞❡r m ⊥ b✿


α,
11
α,
12
α,
13
α,
21
α,
22
α,
23
α,
31
α,
32
α,
33

 = (+1)(−1)


1 0 0
0 −1 0
0 0 1




0 α12 0
α21 0 α23
0 α32 0




1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 ✭✺✳✻✮
=


0 α12 0
α21 0 α23
0 α32 0


❚❤✐s tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ t❡♥s♦r ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿
αij =


0 α12 0
α21 0 α23
0 α32 0

 ✭✺✳✼✮
❚❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❍ ❛♥❞
❊ ❢♦r ▼❊ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✳
❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✈s ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✇❛s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡
♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛r❧② s❡❡♥ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✹✭❛✮ t❤❛t ♥♦ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❝✉rr❡♥t
✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❝✉rr❡♥t ❛♣♣❡❛rs
✉♥❞❡r ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❥✉st ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❆❋▼ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜❡❝♦♠❡s str♦♥❣❡r ✇✐t❤
t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❇② r❡✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡
t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ✐♥❞✉❝❡❞ ❝✉rr❡♥t✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✹✭❝✮✱ ♥♦
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ③❡r♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✇❤✐❧❡ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧② ✐♥❞✉❝❡❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥✲
❝r❡❛s❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛t ❛ r❛t❡ ♦❢ ∼✵✳✵✺✭✶✮ ➭❈✴♠2✴❚ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡
✺✳✶✺✮✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✭✵✳✹✷µ❈✴♠2 ✉♥❞❡r ✽❚✮ ✐s s♠❛❧❧❡r ✐♥ ♠❛❣♥✐✲
t✉❞❡ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✜rst r❡♣♦rt❡❞ ▼❊ ❡✛❡❝t
✐♥ ❈r2❖3❬✹❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ▼❊ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ▲✐❈r❙✐2❖6
✭s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧✮ ❛♥❞ ▲✐❈r●❡2❖6 ✭♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡✮ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ✉♥❞❡r s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②
❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞❬✶✵❪✳
❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥❞✉❝❡❞ ❝✉rr❡♥t ✇❛s ❛❧s♦ r❡❝♦r❞❡❞ ✉♥❞❡r ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞s✳ ❚❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❢t❡r ▼❊ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
♦❢ (±✮❊ ❛♥❞ ✭✲✮❍✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✹✭❜✮ ❛♥❞ ✭❞✮✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ♣②r♦✲
❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s str♦♥❣❡r ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❆♥❞
❛❣❛✐♥✱ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ s✇✐t❝❤❡s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✇✐t❤ t❤❡
♣♦❧❛r✐t② ♦❢ ▼❊ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✿ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t ✭❛✮ ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭❝✮
✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s ✭♣♦s✐t✐✈❡✮ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s❀ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t
✭❜✮ ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✭❞✮ ✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s ✭♣♦s✐t✐✈❡✮ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✿ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t ▼❊ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♠❛♥♥❡rs✳
■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ r❡✈❡rs❛❧ ✐s ♦♥❧② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♣♦❧❛r✲
✐t② ♦❢ ▼❊ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❜✉t ♥♦t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ❛s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✺✳ ❚❤❡
s❛♠❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ◆❞❈r❚✐❖5✱❬✸✶❪ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡r❡ t❤❡ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉r✲
r❡♥t ✇❛s r❡❝♦r❞❡❞ ✉♥❞❡r ❜♦t❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s ❛❢t❡r ▼❊ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✳ ❚❤❡ ✐♥✈❛r✐❛♥❝❡
♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ♠❛② ❛s❝r✐❜❡ t♦ t❤❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡
♥❛t✉r❡ ♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ♥♦t ♣r❡s❡♥t ✐♥ ▲✐❈r❙✐2❖6✱ ▲✐❈r●❡2❖6
❛♥❞ ◆❛❈r❙✐2❖6❬✶✵❪❬✶✶❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ ▼❊ ❡✛❡❝t ✉♥❞❡r ❜♦t❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝
✜❡❧❞s✳
✺✳✸✳✻ ❋❡rr♦t♦r♦✐❞✐❝✐t②
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤✐s ♥♦♥✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ▼❊ t❡♥s♦r ❤❛s✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❛♥ ❛♥t✐s②♠✲
♠❡tr✐❝ ♣❛rt t❤❛t r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ t♦r♦✐❞✐❝ ♠♦♠❡♥t ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣✉r❡ ❢❡rr♦t♦r♦✐❞✐❝ ❝♦♠♣♦✉♥❞✱ ✐✳❡✳✱
t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t♦r♦✐❞✐❝ ♠♦♠❡♥ts✳ ❚❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ r❡❝❡♥t❧② ✐♥ t❤❡ ▼♥P❙3 ❝♦♠♣♦✉♥❞
✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣ ✷✬✴♠❬✷✽❪✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✐♥ ▼♥P❙3 ❆❋▼ ❞♦♠❛✐♥s
❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧② ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ❜② ❝♦♦❧✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✉♥❞❡r ❝r♦ss❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ✜❡❧❞s
❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ❜② ♥❡✉tr♦♥ ♣♦❧❛r✐♠❡tr②✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ αij ∝
∑
k ǫijkTk✱ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
❝♦✉♣❧✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ t♦r♦✐❞✐③❛t✐♦♥✱ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥❬✸✵❪✱ ❛ t♦r♦✐❞✐❝ ♠♦♠❡♥t ❝❛♥
❛❧✇❛②s ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t t❡♥s♦r✳
❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❧✐♥❡❛r ▼❊ ❡✛❡❝t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥❞✐r❡❝t ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♦❜s❡r✈❡
t❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s t♦r♦✐❞❛❧ ♠♦♠❡♥t ❬✷✾❪✳ ❇② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣✉r❡ ❢❡rr♦t♦r♦✐❞✐❝✐t② ✐♥
❈❛▼♥●❡2❖6✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❧✐♥❡❛r ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t s✉♣♣♦rts t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s
t♦r♦✐❞❛❧ ♠♦♠❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t r❡♣r♦❞✉❝❡ ❛ s✐♠✐❧❛r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❢♦r ♦✉r ❝♦♠♣♦✉♥❞✱
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❚❛❜❧❡ ✺✳✹✿ P♦s✐t✐♦♥ ri ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥M i ♦❢ t❤❡ ▼♥2+ ❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❈❛▼♥●❡2❖6✳
δ = 0.095✱ ✐s ✐♥t❡r♥❛❧ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✳
❙✐t❡ rx ry rz ▼x ▼y ▼z
▼♥ ✵ ✲δ ✵✳✷✺ ✹✳✸ ✵ ✶✳✶✹
▼♥ ✵ δ ✵✳✼✺ ✲✹✳✸ ✵ ✲✶✳✶✹
▼♥ ✵✳✺ ✵✳✺✲δ ✵✳✷✺ ✹✳✸ ✵ ✶✳✶✹
▼♥ ✵✳✺ ✵✳✺✰δ ✵✳✼✺ ✲✹✳✸ ✵ ✲✶✳✶✹
♠❛✐♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ s✐③❡ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ r❡q✉✐r❡❞✳
❆ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ t♦r♦✐❞✐❝ ♠♦♠❡♥t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦♥♦❝❧✐♥✐❝ ✉♥✐t ❝❡❧❧
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s t♦r♦✐❞✐③❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s t❤❡ t♦r♦✐❞✐❝
♠♦♠❡♥t ♣❡r ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✈♦❧✉♠❡✳ ❆ t♦r♦✐❞✐❝ ♠♦♠❡♥t t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
t =
1
2
∑
α
rα ×Mα ✭✺✳✽✮
✇❤❡r❡ rα ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s✐t❡ α ♦❢ ❛ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ▼α ✐s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝
♠♦♠❡♥t✳ ❇② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t♦r♦✐❞✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❘❡❢✳ ❬✸✵❪✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ t♦r♦✐❞✐③❛t✐♦♥
❢♦r ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜✉❧❦ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐♥ ✉♥✐t ❝❡❧❧✿
T =
t
V
=
1
2V
∑
i
ri ×Mi ✭✺✳✾✮
✇❤❡r❡ ri r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ✐♥ ✉♥✐t ❝❡❧❧✱ ❛♥❞ ▼i ✐s r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡
s❛♠❡ s✐t❡ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ✉♥✐t ❝❡❧❧✱ ❛♥❞ t❤❡ s✉♠ r✉♥s ♦✈❡r ❛❧❧ ♠♦♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡
❱✳ ■♥ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♣❡r✐♦❞✐❝ s♦❧✐❞✱ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛♠❜✐❣✉♦✉s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♦❢ t❤❡ ❝r②st❛❧✳ ❆♥② s♣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐s ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ❜② ❛ ❧❛tt✐❝❡ ✈❡❝t♦r
❘n✱ ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ✐♥✈❛r✐❛♥t✱ ❜✉t s✉❝❤ ❛ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♠i ❜②
❘n ②✐❡❧❞s ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ t♦r♦✐❞✐③❛t✐♦♥✱ ❣✐✈❡♥ ❜②✿
△Tni =
1
2V
Rn ×Mi ✭✺✳✶✵✮
❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♠✉❧t✐✈❛❧✉❡❞♥❡ss ♦❢ t❤❡ t♦r♦✐❞✐③❛t✐♦♥
✭✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❧❛tt✐❝❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥s✮✱ ✇❤✐❝❤ s✉❣❣❡sts t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ t♦r♦✐❞✐③❛✲
t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❢❡rr♦t♦r♦✐❞✐❝ st❛t❡ ❛♥❞ ✐ts ♥♦♥t♦r♦✐❞✐❝ r❡❢❡r❡♥❝❡ st❛t❡ ❛r❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧② ♦❜s❡r✈❛❜❧❡
q✉❛♥t✐t✐❡s❬✸✵❪✳
■♥ ❛ s②st❡♠✱ t❤❡ ❝❡♥tr♦s②♠♠❡tr✐❝ s❡t ♦❢ t♦r♦✐❞✐③❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s✱ ❝❛♥ ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ❛ ♥♦♥✲
t♦r♦✐❞❛❧ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ s②st❡♠✳ ■♥ ❈❛▼♥●❡2❖6✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✹✱ t❤❡
♥♦♥tr✐✈✐❛❧ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ t♦r♦✐❞✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥❧② ✇❤❡♥ δ ✐s ♥♦♥③❡r♦ ❜❡❝❛✉s❡ ✐❢ δ ✐s
❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✱ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❡♥tr♦s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ t❤✉s ♥♦♥t♦r♦✐❞❛❧✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❡q✉❛✲
t✐♦♥s ✺✳✾ ❛♥❞ ✺✳✶✵✱ t❤❡ ✏t♦r♦✐❞✐③❛t✐♦♥ ❧❛tt✐❝❡✑ ♦❢ t❤❡ ❈❛▼♥●❡2❖6 ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
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Chapter 5: CaMnGe2O6 : magnetoelectricity and one-dimensional short range magnetic correlations
Tnml = T +△Tni =
1
2V


−4 · δ · b ·Mz +m · b ·Mz
−c ·Mx+ l · c ·Mx−m · a ·Mz
4 · δ · b ·Mx−m · b ·Mx

 ✭✺✳✶✶✮
❚❤✉s t❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s t♦r♦✐❞✐③❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
2Ts = T (δ)− T (−δ) =
1
2V


−8 · δ · b ·Mz
0
8 · δ · b ·Mx

 ✭✺✳✶✷✮
❋♦r ❈❛▼♥●❡2❖6✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❧✐st❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✺✳✹✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✈❛❧✉❡
✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜②✿
Ts =
1
4V


−8 · δ · b ·Mz
0
8 · δ · b ·Mx

 = (−0.004, 0, 0.015)µB/A˚2 ✭✺✳✶✸✮
❆❝t✉❛❧❧②✱ t❤✐s r❡s✉❧t ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ t♦ t❤❡ t♦r♦✐❞✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ▼♥P❙3 ✳ ◆♦t❡ t❤❛t
❜♦t❤ ❝♦♠♣♦✉♥❞s s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣✳
❚❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❧❛r❣❡ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❤✐❣❤❧② ✐♥✈❛❧✉❛❜❧❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ▼❊ t❡♥s♦r ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠ ♥❡✉tr♦♥ ♣♦❧❛r✐♠❡tr② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t ❝♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ❛ ❞✐r❡❝t
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❡rr♦t♦r♦✐❞✐❝ ♦r❞❡r✳
✺✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥
❚❤❡ ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r
❛t ✶✺ ❑✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6 ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛t❡ ✈❡❝t♦r
❦❂✭✵✱✵✱✵✮✳ ❚❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣✱ ❈✷✬✴❝✱ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❧✐♥❡❛r ▼❊ ❡✛❡❝t✱ ✐♥ ❣♦♦❞
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♦♥❡ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❆❋▼ ❝❤❛✐♥s
t❤❛t ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧②✳
▲❡t✬s ✜rst ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❆❋▼ ✐♥tr❛✲❝❤❛✐♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❏✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡✲s❤❛r✐♥❣ ♦❝t❛❤❡❞r❛ ♠❛❦❡ ▼♥✲
❖✲▼♥ ❛♥❣❧❡s ❝❧♦s❡ ✾✹➸✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ s✉♣❡r✲❡①❝❤❛♥❣❡ ✭❙❊✮
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❤❛✐♥✳ ❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐s ❞♦♠✐♥❛♥t✱ t❤❡ ▼♥✷✰ ♦r❜✐t❛❧
♦❝❝✉♣❛♥❝② ❤❛s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡ ▼♥✷✰ ❝❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❞✺✭t✷❣✸❡❣✷✮ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♦r❜✐t❛❧ ❞❡❣❡♥❡r❛❝②✱ t❤✉s t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐s ✉♥✐❢♦r♠ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❤❛✐♥✳ ❚❤❡
❞✐r❡❝t ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥t❡❣r❛❧ ❜❡t✇❡❡♥ s✐♥❣❧② ♦❝❝✉♣✐❡❞ t✷❣ ❛♥❞ ❡❣ ♦r❜✐t❛❧s✱
❛♥❞ t❤✐s ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② ✇❡❛❦ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝✳ ❋♦r ✇❤❛t ❝♦♥❝❡r♥s s✉♣❡r✲❡①❝❤❛♥❣❡✱ ❡✐t❤❡r
❤❛❧❢✲✜❧❧❡❞ t✷❣ ❛♥❞ ❡❣ ♦r ❤❛❧❢✲✜❧❧❡❞ t✷❣ ❛♥❞ t✷❣ ♦r❜✐t❛❧ ♦✈❡r❧❛♣s ✈✐❛ t❤❡ s❛♠❡ ♦①②❣❡♥ ✷♣ ♦r❜✐t❛❧
✇✐❧❧ ❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ str♦♥❣ ❆❋▼ ❡①❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❤❛✐♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡
t❤❡♥ ❆❋▼✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ ♦✉r ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥
r❡s✉❧ts✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ✐s ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❈❛▼●❡2❖6 ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✇❡r❡
▼❂❋❡✱ ❈♦✱ ◆✐ ❬✶✾✱ ✷✵❪✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛✐♥s ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤✐s ♠❛②
❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❜✐t❛❧ ♦❝❝✉♣❛♥❝✐❡s ❛♥❞ ❛❧s♦ ♠❛r❣✐♥❛❧❧② t♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐st❛♥❝❡s ❛♥❞
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❛♥❣❧❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝❤❛✐♥s✳ ■t ♠❛❦❡s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤✐s ▼♥✷✰ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ♣②r♦①❡♥❡ q✉✐t❡ ✉♥✐q✉❡✳
◆♦✇✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥t❡r❝❤❛✐♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣s✳ ■♥ ❈❛▼♥●❡2❖6✱ t❤❡ ▼♥❖✻ ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❝❤❛✐♥s
❛r❡ ✇❡❧❧ ❜r✐❞❣❡❞ ❜② t❤❡ ❝❤❛✐♥s ♦❢ ●❡❖✹ t❡tr❛❤❡❞r❛✳ ❚❤❡ t✇♦ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥t❡r✲❝❤❛✐♥ ❡①❝❤❛♥❣❡s ❛r❡
s✉♣❡r✲s✉♣❡r✲❡①❝❤❛♥❣❡ ✭❙❙❊✮ ✈✐❛ ❞♦✉❜❧❡ ❜r✐❞❣❡s ♦❢ ●❡❖✹ t❡tr❛❤❡❞r❛ ❢♦r ❏✶ ❛♥❞ ❛ s✐♥❣❧❡ ❜r✐❞❣❡
❢♦r ❏✷✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✸✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ❏✱ ❏✶ ❛♥❞ ❏✷
❡①❝❤❛♥❣❡s t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r✲❧✐❦❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✺✳✶✵✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t♦♣♦❧♦❣②
♦❢ t❤❡ s♣✐♥ ❧❛tt✐❝❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡❣r❛❧s
❏ ❛♥❞ ❏✶ ❛r❡ ❆❋▼ ✇❤❡r❡❛s ❏✷ ❧✐♥❦s t✇♦ ▼♥✷✰ ❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧②✳
■❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❏✷ ✐s ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ♥♦t s❛t✐s✜❡❞ ❛♥❞ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝
❢r✉str❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ♣r♦❞✉❝❡❞✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t ❉❋❚ ❛♥❞ q✉❛♥t✉♠ ▼♦♥t❡✲
❈❛r❧♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ▲✐❈r●❡2❖6 ♣②r♦①❡♥❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞❬✸✽❪ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ✐♥t❡r✲❝❤❛✐♥
❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ❛r❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛s t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❤❛✐♥
♦♥❡✳ ❋✉rt❤❡r ✇♦r❦ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ str❡♥❣t❤s ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ✐♥ ❈❛▼♥●❡2❖6
✇✐❧❧ ❜❡ ✈❡r② ❤❡❧♣❢✉❧ t♦ ❣❛✐♥ ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ❛♥❞ r♦❧❡ ♦❢ ❢r✉str❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❛t ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❝♦♠♣♦✉♥❞✳ ❆s ❢♦r ♥♦✇✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ ❏❃❏✶❃❏✷ ❤✐❡r❛r❝❤② ♦❢
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣s✳ ◆♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤✐s r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛❜♦✉t ❢r✉str❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t
❛♣♣❧② t♦ ❝♦♠♣♦✉♥❞s s✉❝❤ ❛s ❈❛❋❡●❡2❖6✱ ❈❛❈♦●❡2❖6 ❛♥❞ ❈❛◆✐●❡2❖6✱ s✐♥❝❡ t❤❡✐r ♠❛❣♥❡t✐❝
str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧② ❛rr❛♥❣❡❞ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❤❛✐♥s✱ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s❢②
❛❧❧ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡①❝❤❛♥❣❡s✳
❙❡✈❡r❛❧ ♦❢ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t str♦♥❣ ✶❉ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ s♣✐♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s
❡①✐st ❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❢❛r ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣✳ ◆♦ ♣❡❛❦ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞
❛❜♦✈❡ t❤❡ ◆é❡❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❜✉t ❛ ❧❛r❣❡ r❡❧❡❛s❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝
❡♥tr♦♣② ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✺ ❑ ❛♥❞ ✻✵ ❑✳ ◆♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❜② ♥❡✉tr♦♥
❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❚◆❂✶✺ ❑✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❞✐✛✉s❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✉♣ t♦ ❛❜♦✉t
✺✵ ❑ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✐ts ❧✐♥❡ s❤❛♣❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
❛♥ ❛❜♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝ ❧❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞
❛❜♦✉t ✺✵ ❑ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ♠❛❣♥❡t♦str✐❝t✐♦♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ♦♥s❡t ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❝❤❛✐♥s✳ ❚♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡s❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞
❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✶❉ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❝❛②✐♥❣ ❆❋▼
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ ❙✭◗✮ ✐♥ t❤✐s s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❛ s❛t✐s❢❛❝t♦r②
✜t t♦ t❤❡ ❞✐✛✉s❡ ♥❡✉tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❞❛t❛✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ q✉✐t❡ s♠❛❧❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ξ❂✶✵±1
➴ ❛t ✷✵ ❑✳ ❍❡r❡ ❛❣❛✐♥✱ s✉❝❤ ✐♥tr❛❝❤❛✐♥ ✶❉ s♣✐♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ♣②r♦①❡♥❡s
♦❢ ♦t❤❡r ✸❞ ❞✐✈❛❧❡♥t ❝❛t✐♦♥s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥tr❛❝❤❛✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝✳ ■♥ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6 t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡r❝❤❛✐♥ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♠✐❣❤t
♣r❡✈❡♥t t❤❡ s②st❡♠ t♦ r❡❛❝❤ ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r ❛❜♦✈❡ ✶✺ ❑✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ♦♥s❡t
♦❢ str♦♥❣ ✐♥tr❛❝❤❛✐♥ ❆❋▼ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛t ❛❜♦✉t ✺✵ ❑✳
❚❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛r♦✉♥❞ ✹✺ ❑ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② ❛❝ ❛♥❞ ❞❝
♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❧❡❛r✳ ❋✐❡❧❞✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❋❈✲❩❋❈ ❝✉r✈❡s ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤✐s ♠❛❣♥❡t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ❛s✲
s♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ ✈❡r② ✇❡❛❦ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤✐s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ s♦❧❡❧② ❜② t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥tr❛❝❤❛✐♥ ❆❋▼ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ✐s t❤❡♥ t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢
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t❤✐s ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♠♣✉r✐t② ♣❤❛s❡s ✇❛s ❝❛r❡❢✉❧❧② ❝❤❡❝❦❡❞ ❜② ①✲
r❛② ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❊❉❳ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ✐♠♣✉r✐t② ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡
✐s t❤❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❣❛r♥❡t ❈❛✸▼♥✷●❡✸❖✶✷ ✇✐t❤ ❛ ◆é❡❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✶✸✳✽✺ ❑❬✹✵❪✳ ❲❡
❝❤❡❝❦❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ❦♥♦✇♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
▼♥ ❛♥❞✴♦r ❈❛✱ ●❡ ❛♥❞ ❖✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐s t❤❡ ♦❧✐✈✐♥❡✲t②♣❡ ▼♥✷●❡❖✹ ✇❤✐❝❤
✐s ❛ ✇❡❛❦ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t ❜❡❧♦✇ ✹✼ ❑ ✭❛r♦✉♥❞ ✽✳✶✵×✶✵✲✸µ❇✴❢✳✉✳✮ ❬✹✶❪✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ✇❛s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♠✉st r❡♠❛✐♥ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❧✐♠✐t ❢♦r ♦✉r ①✲r❛② ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥
❡①♣❡r✐♠❡♥t ✭❛r♦✉♥❞ ✶✪✮✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ✐♠♣✉r✐t② ♣❤❛s❡ ❝♦✉❧❞ ❜② ❢❛r ♥♦t ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡
s✐③❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♦✉r ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♠♣✉r✐t②
♣❤❛s❡ ✐s ▼♥✸❖✹ ✇❤✐❝❤ ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛ ❢❡rr✐♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛t ✹✷ ❑❬✹✷❪✳ ■t ❤❛s ❛ ♥❡t
s❛t✉r❛t✐♦♥ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ▼s❂✷✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r s❛♠♣❧❡ ✐t ✇♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
t♦ ❛ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✼ ♠♦❧✪ ♦❢ ▼♥✸❖✹ ✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛❧❧ str♦♥❣ ❇r❛❣❣ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠
▼♥✸❖✹ ❤❛✈❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ ♣♦s✐t✐♦♥s t♦ ❈❛✸▼♥✷●❡✸❖✶✷✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤✐s ✐♠♣✉r✐t② ♣❤❛s❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡
r✉❧❡❞ ♦✉t ✐♥ ♦✉r s❛♠♣❧❡✳ ■t ✐s t❤❡♥ ❧✐❦❡❧② t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ❛r♦✉♥❞ ✹✺❑
✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ▼♥✸❖✹ ✐♠♣✉r✐t② ♣❤❛s❡✳
✺✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6 ✇❡r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✐♥✲
✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ♣♦✇❞❡r ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✱ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ✭❞❝ ❛♥❞ ❛❝✮✱ ❤❡❛t
❝❛♣❛❝✐t② ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❋❛r ❛❜♦✈❡ t❤❡ ◆é❡❧ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛t❚N❂✶✺ ❑✱
✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ✶❉ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ❆❋▼ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❛t
✶✵ ➴ ❛t ✷✵ ❑✳ ❆ ✶❉ ❆❋▼ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ✜t t❤❡ ❞✐✛✉s❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s❝❛tt❡r✲
✐♥❣✳ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❢r✉str❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❈❛▼♥●❡2❖6 ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ t❤❡
♣r❡s❡♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡
❈❛▼♥●❡2❖6 ❡✈✐❞❡♥❝❡s t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ❜❡❧♦✇ ❚N ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❛❧❧♦✇❡❞ ❜② ❝♦♥✲
s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣ s②♠♠❡tr② ✭❈✷✬✴❝✮✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts r❡✈❡❛❧ t❤❛t ♥♦
s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛r✐s❡s ❜❡❧♦✇ ❚N ✉♥t✐❧ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ❜❡✲
❤❛✈✐♦r ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ s❤♦✇s ❛ ❧✐♥❡❛r ▼❊ ❡✛❡❝t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t
❤❛s ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ t♦r♦✐❞✐❝ ♠♦♠❡♥t ❛♥❞ ♠❛❦❡s t❤❡ ❈❛▼♥●❡2❖6
❜❡✐♥❣ ❛ ♣✉r❡ ❢❡rr♦t♦r♦✐❞✐❝ ❝♦♠♣♦✉♥❞✳
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Chapter 6: Short-range magnetic correlations and magnetoelectric properties in high-pressure
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❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❤❛✐♥s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6✳
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ✶❉ s♣✐♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❈❛▼♥❙✐2❖6✱
✇❤♦s❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ r❡❝❡♥t❧② ❜② ◆❡st♦❧❛ ❡t ❛❧✳❬✺❪✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣♦✉♥❞
❝r②st❛❧❧✐③❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❈✷✴❝ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣✱ s✐♠✐❧❛r ✇✐t❤ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6 ❜✉t ✇✐t❤ ❛
r❡❞✉❝❡❞ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❈❛▼♥❙✐2❖6 ❤❛✈❡ ♥♦t ②❡t ❜❡❡♥ r❡♣♦rt❡❞✱
s♦ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t♦✲❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ❈❛▼♥❙✐2❖6✳
❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛▼♥●❡2❖6 ❛♥❞ ❈❛▼♥❙✐2❖6 str✉❝t✉r❡s ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞✳
✻✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡t❛✐❧s
✻✳✷✳✶ ❙❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥
P♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❈❛▼♥❙✐2❖6 ✇❛s ♣r❡♣❛r❡❞ ✉♥❞❡r ❤✐❣❤✲♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭❍P❍❚✮
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ❇❡❧t✲t②♣❡ ❛♥❞ ❈♦♥❛❝ ❛♥✈✐❧ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✇❛s ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s②♥t❤❡s✐③❡ ♦♥❡
s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ✈♦❧✉♠❡ ✭∼✵✳✽❝♠3✮ ❢♦r ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ s❡t✉♣s ♦❢ ❇❡❧t✲ ❛♥❞ ❈♦♥❛❝✲
t②♣❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛❧❧ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥s
❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❈♦♥❛❝ s②st❡♠✳ ❚❤❡
st♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ r❡❛❣❡♥t✲❣r❛❞❡ ❈❛❖✱ ▼♥❖ ❛♥❞ ❙✐❖2 ✇❛s ❣r♦✉♥❞ ✐♥ ❛♥ ❛❣❛t❡ ♠♦rt❛r✳
❚❤❡♥✱ t❤❡ ♠✐①❡❞ ♣♦✇❞❡r ✇❛s ✜❧❧❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♣❧❛t✐♥✉♠ ❝❛♣s✉❧❡✳ ❚❤❡ ❝❛♣s✉❧❡ ✇❛s ♣✉t ✐♥t♦ ❛ s♣❡❝✐❛❧
❛ss❡♠❜❧② ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ❍P❍❚ s②♥t❤❡s✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t
✉♥❞❡r ✺●P❛✱ ✶✷✵✵➦❈ ❢♦r ✸ ❤♦✉rs✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ ❍P❍❚ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥
❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✳
✻✳✷✳✷ ❳✲r❛② ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥ ♣♦✇❞❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥
❚❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❛s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ①✲r❛② ♣♦✇❞❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✭❳❘P❉✮ ✉s✐♥❣ ❛ ❇r✉❦❡r ❉✽ ❞✐✛r❛❝✲
t♦♠❡t❡r ✇✐t❤ ❈✉ ❑α✶ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✭✶✳✺✹✵✻ ➴✮ s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ❛ ●❡ ✭✶✶✶✮ ♣r✐♠❛r② ❜❡❛♠ ♠♦♥♦❝❤r♦✲
♠❛t♦r ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ✶✵∼✾✵➦ ✇✐t❤ ❛ ✵✳✵✷➦ st❡♣ s✐③❡✳ ❚♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝
str✉❝t✉r❡s✱ ❛ ♥❡✉tr♦♥ ♣♦✇❞❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✭◆P❉✮ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ t❤❡ t✇♦✲❛①✐s
❞✐✛r❛❝t♦♠❡t❡r ❉✶❇ ❛t ■♥st✐t✉t ▲❛✉❡ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ✭■▲▲✮✱ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✳✼ ❑ ❛♥❞ r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
❋♦r ♥✉❝❧❡❛r str✉❝t✉r❡ r❡✜♥❡♠❡♥t✱ ◆P❉ ♣❛tt❡r♥s ✇❡r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❛t ✸✵✵ ❑ ✇✐t❤ t❤❡ ✶✳✷✽ ➴ ✇❛✈❡✲
❧❡♥❣t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✭✸✶✶✮ ❇r❛❣❣ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❣❡r♠❛♥✐✉♠ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t♦r✳ ❚❤❡ ✷✳✺✷
➴ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✭✵✵✷✮ ❇r❛❣❣ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣②r♦❧②t✐❝ ❣r❛♣❤✐t❡ ♠♦♥♦❝❤r♦✲
♠❛t♦r ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❧♦♥❣❡r ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ❛t ✷✱ ✶✺✱ ✸✵✱
✶✵✵ ❛♥❞ ✸✵✵ ❑ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♠♣ ❜❡t✇❡❡♥ ✷ ❑ ❛♥❞ ✸✵✵ ❑ ♦♥ ❤❡❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳
❚❤❡ ❳❘P❉ ❛♥❞ ◆P❉ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② t❤❡ ❘✐❡t✈❡❧❞ ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋✉❧❧♣r♦❢ s✉✐t❡
♣r♦❣r❛♠s❬✾❪✳
✻✳✷✳✸ ▼❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ ❛ ◗✉❛♥t✉♠ ❉❡s✐❣♥ ▼❛❣✲
♥❡t✐❝ Pr♦♣❡rt② ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❙②st❡♠ ✭▼P▼❙✮✳ ❚❤❡ ❞❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞
❢r♦♠ ✷ ❑ t♦ ✸✺✵ ❑ ✐♥ ③❡r♦ ✜❡❧❞ ❝♦♦❧❡❞ ✭❩❋❈✮ ❛♥❞ ✜❡❧❞ ❝♦♦❧❡❞ ✭❋❈✮ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ✉♥❞❡r ♠❛❣♥❡t✐❝
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✜❡❧❞ ♦❢ ✵✳✶❚✳ ❋✐❡❧❞✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✷ ❑ ❛♥❞ ✸✺✵ ❑ ✇✐t❤ ❛
✜❡❧❞ s✇❡❡♣ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✺ ❚✳
✻✳✷✳✹ ❙♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ ❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇✐t❤ ❛ ◗✉❛♥t✉♠
❉❡s✐❣♥ P❤②s✐❝❛❧ Pr♦♣❡rt② ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❙②st❡♠ ✭PP▼❙✮ ✐♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✷✲✶✵✵❑✳
❚❤❡ ♣❡❧❧❡t✐③❡❞ s❛♠♣❧❡ ✇❛s ♠♦✉♥t❡❞ ♦♥ s❛♠♣❧❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✇✐t❤ ❆♣✐❡③♦♥ ◆✲❣r❡❛s❡ ❢♦r ❜❡tt❡r
t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥t❛❝t✳
✻✳✷✳✺ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❚♦ st✉❞② t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❈❛▼♥❙✐2❖6 t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡❝✲
tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ✭✵✱ ✷✱ ✹✱ ✻ ❛♥❞ ✽ ❚✮✳ ❚❤❡ s❛♠♣❧❡
✇❛s s✐♥t❡r❡❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❣r❛✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❜② ❤❡❛t tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❛ ♣r❡ss❡❞ ♣❡❧❧❡t ❛t ✻✷✸ ❑ ❢♦r
✷✵ ❤♦✉rs✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣❡❧❧❡t ✇❛s ❝♦❛t❡❞ ✇✐t❤ s✐❧✈❡r ❡♣♦①② ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s t♦ ♠❛❦❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣
❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❛s t❤❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞
❜② s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❊ ♦❢ ➧✹✸✺ ❑❱✴♠ ❛♥❞ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ µ0❍ ♦❢ ✽
❚ ✐♥ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❛t ✶✵✵ ❑ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♦❧❡❞ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞♦✇♥ t♦ ✷ ❑✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡
♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t ❝✉r✈❡s ✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ✇❡r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❑❡✐t❤❧❡② ✻✺✶✹❆
❡❧❡❝tr♦♠❡t❡r ✇❤✐❧❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t ❛ r❛t❡ ♦❢ ✸ ❑✴♠✐♥✳ ❊❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❛s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t✳
✻✳✸ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
✻✳✸✳✶ ❈r②st❛❧ str✉❝t✉r❡
❚❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❈❛▼♥❙✐2❖6 ✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s ♣r❡ss✉r❡s ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② r❡♣♦rt❡❞ ❛
♣❛rt ❛s ❛♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ✉♥❞❡r ♣r❡ss✉r❡❬✺❪✳ ■t ❝r②st❛❧❧✐③❡s ✇✐t❤ ♠♦♥✲
♦❝❧✐♥✐❝ ❈✷✴❝ s②♠♠❡tr② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❝❧✐♥♦♣②r♦①❡♥❡ str✉❝t✉r❡ t②♣❡✳ ❍❡r❡ t❤❡
❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ✇❛s ✜rst ❡①❛♠✐♥❡❞ ❜② ❳❘P❉ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡
✻✳✶✱ ❈❛▼♥❙✐2❖6 ❝r②st❛❧❧✐③✐♥❣ ✇✐t❤ ❈✷✴❝ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣ ✇❛s ♣r❡♣❛r❡❞ ❛s ❛ ♠❛❥♦r✐t② ♣❤❛s❡✱ ✇✐t❤
❈❛❈❖3 ✭❘✲✸❝✮ ❛s ♦♥❧② ✐♠♣✉r✐t② ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ❘✐❡t✈❡❧❞ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ❳❘P❉ ✇❛s ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡✲
♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ✇❛s ✉s❡❞ ❛s ❛ st❛rt✐♥❣ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ◆P❉
r❡✜♥❡♠❡♥ts✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷ s❤♦✇s t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ ❈❛▼♥❙✐2❖6 ❣r❛✐♥s✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t
♣r❡s❡♥ts ❛ ❣r❛✐♥ ✇✐t❤ t②♣✐❝❛❧ s❤❛♣❡ ❛♥❞ ❝r②st❛❧ ❢❛❝❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❛t♦♠✐❝
♣♦s✐t✐♦♥s ❛✐♠✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ❈❛▼♥❙✐2❖6 t♦ t❤❡ ✐s♦str✉❝t✉r❛❧ ❈❛▼♥●❡2❖6✱ t❤❡ ◆P❉ ♣❛tt❡r♥s
♦❢ ❈❛▼♥❙✐2❖6 ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ♦❢ ✶✳✷✽➴ ❛♥❞ ✷✳✺✷➴✱ ✇❡r❡
r❡✜♥❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ❘✐❡t✈❡❧❞ ♣❧♦t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✸ ✳ ❋♦r t❤❡ ✷✳✺✷➴ ❞❛t❛✱ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞
✇❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥❀ ❢♦r t❤❡ ✶✳✷✽➴ ❞❛t❛✱ ❛
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✶✷ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❛s ❛❞♦♣t❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✉♣✇❛r❞ t❡♥❞❡♥❝② ♦❢ ❜❛❝❦✲
❣r♦✉♥❞ ❛t ❧♦✇ ❛♥❣❧❡s✳ ❆ ❚❤♦♠s♦♥✲❈♦①✲❍❛st✐♥❣s ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ✇❛s ✉s❡❞❬✶✵❪✳
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▲♦✇ ❛♥❣❧❡ ♣❡❛❦ ❛s②♠♠❡tr② ✇❛s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❡r❛r✲❇❛❧❞✐♥♦③③✐ ♠♦❞❡❧❬✶✶❪✳ ❚✇♦
❈❛❈❖3 ♣❤❛s❡s ✇✐t❤ ❘✲✸❝ ❛♥❞ P♠❝♥ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣s ✇❡r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛s ✐♠♣✉r✐t② ♣❤❛s❡s❀ t❤❡② ✇❡r❡
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡✐r ❝❡❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ✇❡r❡ r❡✜♥❡❞✳
❚❤❡ ✜♥❛❧ r❡✜♥❡♠❡♥t ②✐❡❧❞❡❞ ✸✳✶✶ ✭✶✺✮✪ ❢♦r ❈❛❈❖3 ✭❘✲✸❝✮ ❛♥❞ ✸✳✹✺✭✺✵✮✪ ❢♦r ❈❛❈❖3 ✭P♠❝♥✮
✐♥ ✇❡✐❣❤t ❢r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ❛♥❞ ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❛t♦♠✐❝ ❞✐st❛♥❝❡s✱ ❜♦♥❞ ✈❛❧❡♥❝❡ s✉♠s
❛♥❞ ♣♦❧②❤❡❞r❛ ❞✐st♦rt✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇♦♥❙tr ♣r♦❣r❛♠❬✶✷❪ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✻✳✶
❛♥❞ ✻✳✷✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❘✐❡t✈❡❧❞ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ❈❛▼♥❙✐2❖6 ❢r♦♠ ❳❘P❉ ❞❛t❛ t❛❦❡♥ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
❖❜s❡r✈❡❞ ✭r❡❞✮✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✭❜❧❛❝❦✮✱ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✭❜❧✉❡✮ ♣❧♦ts ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❇r❛❣❣ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦❢
❈❛▼♥❙✐2❖6 ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❜❧✉❡ t✐❝❦ ♠❛r❦s✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r s❡t ♦❢ ❇r❛❣❣ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛
❈❛❈❖3✭❘✲✸❝✮ ✐♠♣✉r✐t② ♣❤❛s❡✳
❚❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❈❛▼♥❙✐2❖6 ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢
❈❛▼♥●❡2❖6 ✱ ❈❛▼♥❙✐2❖6 ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t❡ st❛❝❦✐♥❣ ♦❢ ❧❛②❡rs ♠❛❞❡ ♦❢ ▼♥❖6 ♦❝t❛✲
❤❡❞r❛ ❛♥❞ ❧❛②❡rs ♦❢ ●❡❖4 t❡tr❛❤❡❞r❛ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛✲❛①✐s✳ ■♥ t❤❡ ♦❝t❛❤❡❞r❛❧ ❧❛②❡r✱ ▼♥❖6 ♦❝t❛❤❡❞r❛
s❤❛r❡ t❤❡✐r ❖✶✲❖✶ ❡❞❣❡s t♦ ❢♦r♠ ③✐❣③❛❣ ✐♥✜♥✐t❡ ❝❤❛✐♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✲❛①✐s✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡
✻✳✹✱ t❤❡ ▼♥❖6 ♦❝t❛❤❡❞r❛❧ ❝❤❛✐♥s ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ ❜② ❝♦r♥❡r✲s❤❛r✐♥❣ ❙✐❖4 ❝❤❛✐♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛✲❛①✐s
✈✐❛ t❤❡ ❖✶✲❖✷ ❡❞❣❡✳ ❚❤✐s str✉❝t✉r❛❧ st❛❝❦✐♥❣ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉♣❡r✲s✉♣❡r
❡①❝❤❛♥❣❡ ♣❛t❤✇❛②s ❜❡t✇❡❡♥ ▼♥2+ ❝❛t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ♦❝t❛❤❡❞r❛❧ ❝❤❛✐♥s ✭s❡❡ t❤❡
♠❛r❦❡❞ s❤❛❞❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✹✮ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❖✶✲❖✷ ❡❞❣❡ ♦❢ ❙✐❖4 t❡tr❛❤❡❞r♦♥✳
❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ ❘✐❡t✈❡❧❞ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ◆P❉ ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡✲
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❙❊▼ ✐♠❛❣❡s s❤♦✇ t❤❡ ♠♦r♣❤♦❧♦❣② ♦❢ ◆P❉ ♣❛tt❡r♥ ♦❢ ❈❛▼♥❙✐2❖6✳
♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ r❡♣♦rt❡❞ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ s❛♠♣❧❡❬✺❪✳ ❋r♦♠ ❜♦t❤ str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❡♠✐str②
❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐s♠ ✈✐❡✇♣♦✐♥ts✱ ✐t ✐s t❡♠♣t✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r
❈❛▼♥●❡2❖6 ❛♥❞ ❈❛▼♥❙✐2❖6✳ ❚❛❜❧❡ ✻✳✸ s✉♠♠❛r✐③❡❞ t❤❡ ♠❛✐♥ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ●❡ ❜② ❙✐ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✈♦❧✉♠❡ ❜② ✼✳✼✪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠❛✐♥❧② t❤❡ ❝♦♥s❡✲
q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛ ❛♥❞ ❝ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭t❤❡ ❜ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡❡♠s ♥♦t
t♦ ❜❡ ❛✛❡❝t❡❞ ✇✐t❤ s♠❛❧❧❡r ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ✵✳✹✪✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✸✳✺✪ ❛♥❞ ✸✳✻✪ ❢♦r
❛ ❛♥❞ ❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❜❡t❛ ❛♥❣❧❡ s❧✐❣❤t❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ❢r♦♠ ❈❛▼♥●❡2❖6
t♦ ❈❛▼♥❙✐2❖6✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦♥ str✉❝t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❡t✇❡❡♥ ❈❛▼♥●❡2❖6 ❛♥❞
❈❛▼♥❙✐2❖6 ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❙✐✴●❡ s✐t❡✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❁❙✐✴●❡✲❖❃ ❞❡❝r❡❛s❡s ❜②
✼✳✷✪ ❢r♦♠ ❈❛▼♥●❡2❖6 t♦ ❈❛▼♥❙✐2❖6 ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❣❣❡r ✐♦♥✐❝ r❛❞✐✉s ♦❢ ●❡4+ ✭✵✳✸✾➴✮ ✇❤❡♥
❝♦♠♣❛r✐♥❣ t♦ ❙✐4+ ✭✵✳✷✻➴✮✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡♠❡♥t ❛❧s♦ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❖✸✲❖✸✲❖✸
❛♥❣❧❡ ♦❢ ❦✐♥❦✐♥❣ t❡tr❛❤❡❞r❛ ❝❤❛✐♥s ❢r♦♠ ✶✺✺✳✹✽➦ ✭❈❛▼♥●❡2❖6✮ t♦ ✶✻✸✳✺✷➦ ✭❈❛▼♥❙✐2❖6✮✱ ❛s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✺✳ ❘❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐❞❡❛❧ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ ♣②r♦①❡♥❡✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✱
t❤❡ ♣②r♦①❡♥❡s ✇✐t❤ ✐❞❡❛❧ ❖✲r♦t❛t✐♦♥ ❤❛✈❡ ❖✸✲❖✸✲❖✸ ❛♥❣❧❡ ❡q✉❛❧ t♦ ✶✷✵➦✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
❡①t❡♥❞❡❞ str✉❝t✉r❡s ✭❊✲❝❤❛✐♥✮ ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ✶✽✵➦ ❖✸✲❖✸✲❖✸ ❛♥❣❧❡✳ ■♥ t❤✐s r❡s♣❡❝t✱ t❤❡
t❡tr❛❤❡❞r❛ ❝❤❛✐♥s ♦❢ ❈❛▼♥❙✐2❖6 ❛r❡ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ❊✲❝❤❛✐♥ ♠♦❞❡❧✳ ❆s t❤❡ ❝✲❛①✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t✇♦ ❝♦r♥❡r✲s❤❛r✐♥❣ t❡tr❛❤❡❞r❛✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❖✸✲❖✸✲❖✸ ❛♥❣❧❡ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② r❡s✉❧ts ✐♥
❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✲❛①✐s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❡tr❛❤❡❞r❛✱
t❤✐s ❡✛❡❝t ✐♥❞❡❡❞ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡r✳
❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② r❡♣♦rt❡❞ r✐❣✐❞✲❣r♦✉♣ t❤❡r♠❛❧✲✈✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s r❡✈❡❛❧s t❤❛t ✐♥ ♣②r♦①❡♥❡
str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ❙✐✴●❡❖4 t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ✐s t❤❡ ♠♦st r✐❣✐❞ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❖✸✲❖✸ ❡❞❣❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡
t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ✐s q✉✐t❡ ✢❡①✐❜❧❡❬✶✼❪✳ ❆♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ st❡r✐❝ ❡✛❡❝t ♦❢ st❡r❡♦❝❤❡♠✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s
✐♥ ♣②r♦①❡♥❡s✱ t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r❛ ❝❤❛✐♥s ✇✐❧❧ ✐♥❡✈✐t❛❜❧② ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ ❛❞❥❛❝❡♥t ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❝❤❛✐♥s ❜②
t❤❡ ❖✶✲❖✷ ❡❞❣❡ ♦❢ t❡tr❛❤❡❞r♦♥✳ ■♥ t❤❡ ▼♥❖6 ♦❝t❛❤❡❞r♦♥✱ t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t✐♦♥ ♦❢ ▼♥✲❖✷ ❞✐st❛♥❝❡
✐s ✈❛♥✐s❤✐♥❣✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t✇♦ ▼♥✲❖✶ ❞✐st❛♥❝❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧② r❡❞✉❝❡❞
❢r♦♠ ❈❛▼♥●❡2❖6 t♦ ❈❛▼♥❙✐2❖6✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❛t❝❤❡s ✇❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❡tr❛❤❡❞r❛
❝❤❛✐♥s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ ♦❝t❛❤❡❞r♦♥ ✐♥ ❈❛▼♥❙✐2❖6 ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ✐♥
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❘✐❡t✈❡❧❞ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ❈❛▼♥❙✐2❖6 ♦❢ ◆P❉ ❞❛t❛ t❛❦❡♥ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇✐t❤
♥❡✉tr♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ♦❢ ✶✳✷✽➴ ✭❛✮ ❛♥❞ ✷✳✺✷➴✭❜✮✳ ❖❜s❡r✈❡❞ ✭r❡❞✮✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✭❜❧❛❝❦✮✱ ❛♥❞
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✭❜❧✉❡✮ ♣❧♦ts ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❇r❛❣❣ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❈❛▼♥❙✐2❖6 ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❜❧✉❡ t✐❝❦
♠❛r❦s✳ ❚❤❡ ♠✐❞❞❧❡ s❡t ♦❢ ❇r❛❣❣ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ❈❛❈❖3✭❘✲✸❝✮ ✐♠♣✉r✐t② ♣❤❛s❡✱ ❛♥❞ t❤❡
❧♦✇❡st s❡t ♦❢ t✐❝❦ ♠❛r❦s ❞❡♥♦t❡ ❛♥♦t❤❡r ✐♠♣✉r✐t② ♣❤❛s❡ ❈❛❈❖3 ✭P♠❝♥✮✳
❈❛▼♥●❡2❖6✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦♥❞✐♥❣ ▼♥✲❖ ✐s ♠♦r❡ ❝♦✈❛❧❡♥t ✐♥ ❈❛▼♥❙✐2❖6✳ ❚❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ♥❡❛r❡st✲
♥❡✐❣❤❜♦rs ✭◆◆✮ ▼♥✲▼♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❝❤❛✐♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ❜② ✸✳✹✪✱ ❛♥❞ t❤❡ ▼♥✲❖✶✲▼♥
❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ◆◆ ▼♥2+ ❝❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s✉♣❡r✲❡①❝❤❛♥❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❞❡❝r❡❛s❡s ❜② ✷✳✷✸➦✳
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❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ❆❣r❡❡♠❡♥t ❢❛❝t♦rs ❛♥❞ r❡✜♥❡❞ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❈❛▼♥❙✐2❖6❛t ✸✵✵❑✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ✭✉♣♣❡r✮ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛▼♥❙✐2❖6 str✉❝t✉r❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✲❛①✐s✳ ✭▲♦✇❡r✮ ❚❤❡
❡❞❣❡✲s❤❛r✐♥❣ ▼♥❖6 ③✐❣③❛❣ ❝❤❛✐♥s ❛♥❞ t❤❡ ❙✐❖4 t❡tr❛❤❡❞r❛ ✈✐❛ ❝♦r♥❡r s❤❛r✐♥❣✱ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠
◆P❉ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
✻✳✸✳✷ ▼❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❋✐❣✉r❡ ✻✳✻ s❤♦✇s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❈❛▼♥❙✐2❖6✳ ❆
❝✉s♣ ✐♥ t❤❡ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❛t ❚N❂✶✷❑ s✐❣♥❛❧s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ t♦ ❛♥ ❆❋▼ st❛t❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛
❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✉♥❞❡r ❩❋❈ ❛♥❞ ❋❈ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s❧✐❣❤t❧② ❜✐❢✉r❝❛t❡ ❛t ❧♦✇❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭s❡❡ t❤❡ ✐♥s❡t
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ✭✉♣♣❡r✮ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙✐ t❡tr❛❤❡❞r❛ ❧❛②❡rs ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛✲❛①✐s❀ ✭❧♦✇❡r✮ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ●❡ t❡tr❛❤❡❞r❛ ❧❛②❡rs✳ ❚❤❡ ❖✸✲❖✸✲❖✸ ❛♥❣❧❡s ❛r❡ ♠❛r❦❡❞✳
♦❢ ✜❣✉r❡✻✳✻✮✳ ■♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼✲❚ ❝✉r✈❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✉♥❞❡r ✵✳✵✶❚ r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ s♠❛❧❧
♦♣❡♥✐♥❣ ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❩❋❈ ❛♥❞ ❋❈ ❝✉r✈❡s ❜❡❧♦✇ ✶✵✵❑✳ ❚❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤✐s ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥♦♠❛❧② ✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✱ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥
s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❈✉r✐❡✲❲❡✐ss ❧❛✇ ✭χ❂❈✴✭❚✲θ✮✮ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ✜t t❤❡ ♣❛r❛♠❛❣♥❡t✐❝ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♥✈❡rs❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❛t ✵✳✶ ❚ ❜❡t✇❡❡♥ ✷✵✵ ❑ ❛♥❞ ✸✺✵ ❑✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡
♠♦♠❡♥t μeff ❂ ✺✳✼✻ ✭✶✮ μB✴▼♥2+✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s♣✐♥✲♦♥❧② ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✺✳✾✷ μB ❢♦r ▼♥2+
❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❤✐❣❤ s♣✐♥ st❛t❡✳ ❚❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❲❡✐ss t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✲✸✾✭✶✮ ❑ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t
❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ✐♥ t❤✐s s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❢r✉str❛t✐♦♥ ✐♥❞❡①
f ❢♦r ❈❛▼♥❙✐2❖6 ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s ✸✳✺✻ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s❧✐❣❤t❧② ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6
✭✷✳✸✸✮✳ ❚❤❡ r❡✐♥❢♦r❝❡♠❡♥t ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❢r✉str❛t✐♦♥ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❝♦✐♥❝✐❞❡♥t❛❧❧②
❞❡❝r❡❛s❡❞ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❋✐❡❧❞✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s♦t❤❡r♠s ▼✭❍✮ ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✷ ❑ ❛♥❞ ✸✺✵ ❑
❛♥❞ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✻✭❜✮✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞✲✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s ❛❧♠♦st ❧✐♥❡❛r ✉♣ t♦
❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞s ♦❢ ✺❚ ❛❜♦✈❡ ❚N ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ▼✲❍ ❝✉r✈❡ ❛t ✷❑✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡
✐♥s❡t ♦❢ ✜❣✉r❡ ✻✳✻ ✭❜✮✱ ❡①❤✐❜✐ts ❛♥ ❛♣♣❛r❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❢ ▼✲❍ ❛t ➭0❍∼✷✳✷✽❚ ✭t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ ❞▼✴❞❍✮✱ ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡ ♦❢ ❛ ✜❡❧❞ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❡t❛♠❛❣♥❡t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ◆♦ s❛t✉r❛t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✜❡❧❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ✭▼∼✵✳✺➭B✴▼♥2+ ❛t ✺❚✮✳
❚♦ ❢✉rt❤❡r ❝❧❛r✐❢② t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥♦♠❛❧②✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ♦♥ ❈❛▼♥❙✐2❖6
✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼ ✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❢♦r
❈❛▼♥❙✐2❖6✳ ❆ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ ❈p✲❚ ❝✉r✈❡ ❛r♦✉♥❞ ✶✷❑ s✉♣♣♦rts t❤❡ ❆❋▼ ♦r❞❡r✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ ✭❛✮ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❈❛▼♥❙✐2❖6 ✉♥❞❡r
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ♦❢ ✵✳✶ ❛♥❞ ✵✳✵✶❚✳ ❚❤❡ ❈✉r✐❡✲❲❡✐ss ✜t ❢♦r ✐♥✈❡rs❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ✇❛s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✇✐t❤ r❡❞ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✳ ■♥s❡t s❤♦✇s t❤❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡❣✐♠❡✳ ✭❜✮ ■s♦t❤❡r♠❛❧ ♠❛❣✲
♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❈❛▼♥❙✐2❖6 ❜❡t✇❡❡♥ ✷❑ ❛♥❞ ✸✺✵ ❑✳ ■♥s❡t ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞▼✴❞❍ ❝✉r✈❡ ❛t ✷
❑✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥❞✉❝❡❞ ♠❡t❛♠❛❣♥❡t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✉♥❞❡r ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ✷✳✷✽❚✳
❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②✳ ❚❤✐s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❡❛❦s ✐♥ ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦♣❡r❧② ❡①tr❛❝t
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❈❛▼♥❙✐2❖6✱ t❤❡ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ ✭❛✮❙♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❈❛▼♥❙✐2❖6 ❛♥❞ ❈❛❩♥●❡2❖6 ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ ❧❛tt✐❝❡
st❛♥❞❛r❞ ❛❢t❡r ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ s❝❛❧❡ ❛t ✶✵✵❑✳ ✭❜✮✭❜❧❛❝❦✮❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝
❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❈❛▼♥❙✐2❖6❀ ✭❜❧✉❡✮❚❤❡ ❡♥tr♦♣② r❡❧❡❛s❡❞ t❤r♦✉❣❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣✳
❛ ❞✐❛♠❛❣♥❡t✐❝ ✐s♦str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❈❛❩♥●❡2❖6 ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❧❛tt✐❝❡
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❈❛▼♥❙✐2❖6✳ ❚❤❡ ❈♣ ✈s ❚ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❈❛❩♥●❡2❖6 ❛♥❞ ❈❛▼♥❙✐2❖6 ❞✐s♣❧❛② ❞✐s✲
t✐♥❝t ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❛r❡ ✐s♦str✉❝t✉r❛❧✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❈♣ ❝✉r✈❡s ❝r♦ss ♦✈❡r
❛t ❛r♦✉♥❞ ✺✵ ❑✱ ❛♥❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❈❛❩♥●❡2❖6 ✐s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢
❈❛▼♥❙✐2❖6 ♦✈❡r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡✳ ❚❤✐s ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♠❛② ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡✐r
❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❧❛r ♠❛ss❡s ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡s✳ ❲❡ ♠❛② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❈❛▼♥❙✐2❖6
❜② ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❈♣✭❚✮ ♦❢ ❈❛❩♥●❡2❖6 ✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢
❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❈❛▼♥❙✐2❖6✱ ❈mag✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✼✭❜✮ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ♣❤♦♥♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ❈❛❩♥●❡2❖6✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥tr♦♣② ✇✐t❤
❙m❂✶✺✳✷❏✴♠♦❧✴❑ ❛t ✶✵✵ ❑✱ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❈mag✲❚ ❝✉r✈❡ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❈mag✴❚ ❞❚✱ ✐s ❝❧♦s❡
t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶✹✳✾ ❏✴♠♦❧✴❑ ❢♦r t❤❡ s♣✐♥ ❙❂✺✴✷ ▼♥2+ ✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② ❘❧♥✭✷❙✰✶✮✱ ❛s
s❡❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✼ ✭❜✮✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥tr♦♣② ✜rst ❞r♦♣s ❞♦✇♥ s❧♦✇❧② ♦♥ ❝♦♦❧✐♥❣ ♦✈❡r ❛ ❜r♦❛❞
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✵✵❑ ❛♥❞ ◆❡❡❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❚N❂✶✷❑✱ t❤❡♥ ❜❡❧♦✇ ∼✶✷❑✱ ❛ s❤❛r♣
❞❡❝r❡❛s❡ ❢♦❧❧♦✇s✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❡♥tr♦♣② r❡❧❡❛s❡✱
✐♥❞❡❡❞✱ ❛ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥tr♦♣② ✭✼✸✳✼✪✮ ✐s r❡❧❡❛s❡❞ ❛❜♦✈❡ ❚N ✳ ❚❤✐s ❢❡❛t✉r❡✱ ✈❡r②
s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6✱ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ✶❉ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✱
❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥✳
✻✳✸✳✸ ▼❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡
❋✐❣✉r❡ ✻✳✽ s❤♦✇s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ◆P❉ ♣❛tt❡r♥s ❜❡❧♦✇ ✶✺ ❑ ❢♦r ❈❛▼♥❙✐2❖6✳ ❚❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❜❡❧♦✇ ✶✷❑ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛r❧② ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✾ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ◆P❉ ♣❛tt❡r♥s ❜❡❧♦✇ ✶✵✵❑ ❢♦r ❈❛▼♥❙✐2❖6✳ ❚❤❡ ♣❛tt❡r♥s ❝♦❧❧❡❝t❡❞
❛t ✶✵✵✱ ✸✵ ❛♥❞ ✶✺❑ ❝❛♥ ❜❡ r❡✜♥❡❞ ✇❡❧❧ ❜② ❛ str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❈✷✴❝ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣ ✉s❡❞ ❛t
r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♥♦ str✉❝t✉r❛❧ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✺❑ ❛♥❞
✶✵✵❑✱ t❤❡ ❞✐✛✉s❡ s❝❛tt❡r✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❛ ❜r♦❛❞ ❞✐✛r❛❝t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t②✱ ✐s ❢♦✉♥❞
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✶✷❑ ✉s✐♥❣ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✷✳✺✷➴✳
❝❡♥t❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ ✷θ❂✷✽✳✾➦ ❢♦r ♣❛tt❡r♥s ❛t ✶✺❑ ❛♥❞ ✸✵❑✳ ❚❤✐s ❞✐✛✉s❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝❧❡❛r❧② r❡✢❡❝ts
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛t t❤♦s❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t
t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛✉s❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜❡❧♦✇ ✶✵✵❑ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s❧♦♣❡ ♦❢ ▼✲❚
❝✉r✈❡✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣✐❝t✉r❡ ❛♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ♦❢ ♦❜s❡r✈❡❞ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞
✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳
❆t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛❧❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞❡①❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛t❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❦❂✭✵✱✵✱✵✮✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② s②♠♠❡tr② ❛♥❛❧②✲
s✐s✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥✈❡♥t❡❞ ❜② ❇❡rt❛✉t❬✶✸❪✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡
❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ ✈❡rs✐♦♥ ✷ ❑ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❙❆❘❆❤✲❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s❬✶✹❪ ❛♥❞ ❇❛s■r❡♣s
✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥ ❋✉❧❧♣r♦❢ ❙✉✐t❡ ❬✶✺❪✳ ❋♦r t❤❡ ▼♥2+ ❝❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✹❡ ❲②❝❦♦✛ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s♣❛❝❡
❣r♦✉♣ ❈✷✴❝✱ t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s Γ❂✶Γ11✰✶Γ
1
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1
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❢❡r❡♥t ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤
■❘ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✻✳✹✳ ❋♦✉r ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❜✉t t❤❡r❡ ❛r❡
♦♥❧② t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❈ ❝❡♥t❡r✐♥❣ ✐s ♣r❡s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ ❦ ✈❡❝t♦r✱ t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ▼♥2+ ❝❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❈ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛r❡ s②♠♠❡t✲
r✐❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧② t❤❡ t✇♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ✿ ❛ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝
♦♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❋❂✭❙✶✰❙✷✮✰✭❙✸✰❙✹✮ ❛♥❞ ❛♥ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♦♥❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❈❂
✭❙✶✰❙✷✮✲✭❙✸✰❙✹✮✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣✲
♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❛♥❛❧②s✐s ❛r❡ Γ2 ❛♥❞ Γ4✳ ❚❤❡② ✇❡r❡
t❡st❡❞ ❜② ❘✐❡t✈❡❧❞ r❡✜♥❡♠❡♥t ✇✐t❤ ◆P❉ ❛t ✷ ❑✳ ❚❤❡ ❜❡st ✜t ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧
❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ■❘ Γ4 ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣ ❈✷✬✴❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❋❈ ❛♥❞ ❩❋❈ ▼✭❚✮
❝✉r✈❡s✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❜❡❧♦✇ ✶✷❑✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✉s❡❞ t♦ r❡✜♥❡
t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ ❞❛t❛ ✭Γ4✮ ✐s ♣✉r❡❧② ❆❋▼ t❤❡r❡❢♦r❡ ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥t ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ r❡✜♥❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ✷ ❑ ◆P❉ ♣❛tt❡r♥
✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✾✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s②st❡♠❛t✐❝ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♣❧♦t r❡✈❡❛❧s
t❤❛t t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ✉s❡❞ ❛s Γ4 ✐s ♥♦t ♣❡r❢❡❝t✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧ ■❘ ❤❛s
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t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ Γ4 ❛♥❞ Γ1 ✭❛
♣✉r❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦❞❡❧✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❧❧ ❛tt❡♠♣ts ❣✐✈❡ ❛ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♠♦♠❡♥t ❢♦r ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝
❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✇❡ ❛❞♦♣t❡❞ t❤❡ Γ4 ■❘ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ t✐t❧❡
❝♦♠♣♦✉♥❞✳
❚❛❜❧❡ ✻✳✹✿ ❇❛s✐s ✈❡❝t♦rs ❢♦r ▼♥2+ ❛t ✹❡ s✐t❡ ✭✐♥❞✐❝❛t❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ▼♥✶✭✵✱ ✵✳✾✵✻✽✱ ✵✳✷✺✮✱ ▼♥✷✭✵✳✺✱
✵✳✹✵✻✽✱ ✵✳✷✺✮✱ ▼♥✸ ✭✵✱ ✵✳✵✾✸✷✱ ✵✳✼✺✮✱ ▼♥✹✭✵✳✺✱ ✵✳✺✾✸✷✱ ✵✳✼✺✮✳ ◆♦t❛t✐♦♥s✿ ❋❂❙✶✰❙✷✰❙✸✰❙✹✱
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Γ✶ ✭✵✱❋②✱✵✮ ❈✷✴❝
Γ✷ ✭✵✱❈②✱✵✮ ❈✷✴❝✬
Γ✸ ✭❋①✱ ✵✱ ❋③✮ ❈✷✬✴❝✬
Γ✹ ✭❈①✱✵✱❈③✮ ❈✷✬✴❝
❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❈❛▼♥❙✐2❖6 ❛t ✷❑ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✵✳ ❚❤❡ ▼♥2+ s♣✐♥s ❛r❡
❝♦♥✜♥❡❞ ❜② s②♠♠❡tr② ✐♥ t❤❡ ✭❛✱❝✮ ♣❧❛♥❡✱ ❛rr❛♥❣❡❞ ♠❛✐♥❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛✲❛①✐s ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡
♦❢ ✶✷✳✽✼➦ ❛♥❞ ✾✶✳✾✷➦ t♦ t❤❡ ❝✲❛①✐s✱ ✇✐t❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ♠a❂✹✳✸✵✵✭✷✮μB✱ ♠c❂✵✳✾✺✽✭✹✮μB✳
❚❤❡ t♦t❛❧ ♦r❞❡r❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t r❡✜♥❡❞ ❛t ✷ ❑ ✐s ✹✳✶✻✭✶✮μB✴▼♥2+ ✇❤✐❝❤ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s♣✐♥✲♦♥❧② ♦r❞❡r❡❞ ✈❛❧✉❡ ❣❙❂✺µB ❢♦r ▼♥2+❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❜② ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✭❏✮ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▼♥2+ ❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ▼♥❖6 ♦❝t❛❤❡❞r❛ ③✐❣③❛❣
❝❤❛✐♥s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s♣✐♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❝❤❛✐♥s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞✉❡ t♦ t❤❡ t✇♦ s✉♣❡r✲
s✉♣❡r ❡①❝❤❛♥❣❡s✱ ❏✶ ❛♥❞ ❏✷✳ ■❢ ❜♦t❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝✱ t❤❡♥
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r ♦❜s❡r✈❡❞ ❧❡❛❞s t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✭❏✷✮ t♦ ❜❡ ✉♥s❛t✐s✜❡❞✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✶ ❛♥❞ ❝♦♥✜r♠s t❤❡ ❚N❂✶✷ ❑ ✈❛❧✉❡
❢♦r t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♦✉r ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❤❡❛t
❝❛♣❛❝✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
✻✳✸✳✹ ❖♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❤♦rt r❛♥❣❡ s♣✐♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s
❚♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ❜❡❧♦✇ ✶✵✵❑✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ◆P❉ ♣❛tt❡r♥s t❛❦❡♥
❛t ✶✺✱ ✸✵ ❛♥❞ ✶✵✵❑ ❢♦r ❈❛▼♥❙✐2❖6✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ◆P❉ ❞❛t❛ ❜❡✲
t✇❡❡♥ ✶✺ ✱ ✸✵ ❛♥❞ ✶✵✵ ❑✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❞✐✛✉s❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ ✷θ❂✷✾➦ ❝❧❡❛r❧② ✐♥❝r❡❛s❡s
✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢❡❛t✉r✐♥❣ t❤❡ ❣r❛❞✉❛❧ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ ♦❢ s❤♦rt r❛♥❣❡ s♣✐♥ ❝♦r✲
r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ◆P❉ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♣❛tt❡r♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✶✺ ❛♥❞ ✶✵✵❑✱ ❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✸✵ ❛♥❞ ✶✵✵❑
✭✜❣✉r❡ ✻✳✶✸✭❜✮✮ ❜♦t❤ ❝❧❡❛r❧② ❞✐s♣❧❛② ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐✛✉s❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛t ❛❜♦✉t
◗❂✶✳✷✺ ➴−1✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❞❂✹✳✾✼➴✮ ✇✐t❤ ❛♥ ❛s②♠♠❡tr✐❝ s❤❛♣❡✱ s✐❣♥❛❧✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
s❤♦rt r❛♥❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❜r♦❛❞ ❛s②♠♠❡tr✐❝ ♣❡❛❦ ❢❡❛t✉r❡❞ ❜② t❤❡ s❤❛r♣ r✐s❡ ❛t
❧♦✇ ◗ ✭❤✐❣❤ ❞ ✈❛❧✉❡✮ ❛♥❞ ❛ ❣r❛❞✉❛❧ ❞❡❝r❡❛s❡ t♦✇❛r❞ ❤✐❣❤ ◗ ✭❧♦✇ ❞ ✈❛❧✉❡✮✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢
❈❛▼♥●❡2❖6✱ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ♦r❞❡r✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡①t✲
♥❡❛r❡st ▼♥2+ ✐♥tr❛❝❤❛✐♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ✺✳✷✼ ➴✱ t❤✐s s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ s❤♦rt r❛♥❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ▼♥2+ ❝❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❝❤❛✐♥s ✇✐t❤
✈❛♥✐s❤✐♥❣ ✐♥t❡r❝❤❛✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
❖♥ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ③✐❣③❛❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ t❤❡ ▼♥❖6 ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❝❤❛✐♥s ✐♥ ❈❛▼♥❙✐2❖6✱
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✿ ✭❛✮ ❖❜s❡r✈❡❞ ✭s②♠❜♦❧s✮ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✭❧✐♥❡✮ ♣♦✇❞❡r ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s
❢♦r ❈❛▼♥❙✐2❖6 t❛❦❡♥ ❛t ✷✱ ✶✺✱ ✸✵✱ ✶✵✵ ❑✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡st t✐❝❦ ♠❛r❦s s❤♦✇s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥s✳
❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛r r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❜❧✉❡ t✐❝❦ ♠❛r❦s✳ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♠❛r❦❡❞ ✐♥ r❡❞ ❛♥❞
❣r❡❡♥ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❈❛❈❖3 ✐♠♣✉r✐t② ♣❤❛s❡s✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❈❛▼♥❙✐2❖6 ✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✜♥❡❞ ▼♥2+ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡✱ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱
✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞✐✛✉s❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
❞❛t❛✳ ❚❤❡ ✶❉ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❛t ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ❛t ▼♥ s✐t❡s r✉♥♥✐♥❣ ❡①❛❝t❧② ❛❧♦♥❣ ❝
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧② ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♥❡❛r❡st✲♥❡✐❣❤❜♦rs ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❆❋▼
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ❙✭◗✮ ❢♦r ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦rr❡✲
❧❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦♣❡r❧② ✜tt❡❞ ❜②✿
Iexp = IlS(Q)− Ihf(Q)
2 ✭✻✳✶✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ξ✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧ ■l✱ ❛♥❞
t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s✐❣♥❛❧ ■h❀ ❢✭◗✮ ✐s t❤❡ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r ❛t ✶✵✵❑✳ ❚❤❡ ❜❡st ✜ts
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✸✳ ❋♦r t❤❡ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ ◆P❉ ♣❛tt❡r♥ ❛t ✶✵✵❑ ❢r♦♠ t❤❛t
❛t ✸✵❑✱ t❤❡ ✜t ❣✐✈❡s ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ξ❂ ✼✳✹✺±✶ ➴ ❢♦r t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✷✿ ✭❛✮ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ◆P❉ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛t ✶✺✱ ✸✵ ❑ ❛♥❞ ✶✵✵ ❑ ✐♥ ❈❛▼♥❙✐2❖6✳
✭❜✮ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ◆P❉ ♣❛tt❡r♥s ❢r♦♠ ❈❛▼♥❙✐2❖6 ❛t ❚❂✶✺❑ ❛♥❞ ✶✵✵❑ ✭❜❧✉❡✮✱ ❛♥❞
❛t ❚❂✸✵❑ ❛♥❞ ✶✵✵❑✭r❡❞✮✳
❝✲❛①✐s✱ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❢♦r t❤❡ ◆P❉ ♣❛tt❡r♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ✶✺❑ ❛♥❞ ✶✵✵❑✱ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ξ❂ ✶✼✳✷✾±✷✳✹✺ ➴ ✐s ❢♦✉♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t✇♦ t✐♠❡s
❜✐❣❣❡r t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❡r ♦♥❡✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ❢r♦♠ ✸✵❑
t♦ ✶✺❑ ❝❧❡❛r❧② ❡❧✉❝✐❞❛t❡s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ s♣✐♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛❧♦♥❣
t❤❡ ❝✲❛①✐s✳ ❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✜rst ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
♣❛r❛♠❛❣♥❡t✐❝ r❡❣✐♠❡ t♦ ✶❉ ❆❋▼ st❛t❡ ✱ ✇✐t❤ ❛ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡r✐♥❣
♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✱ ✉♥t✐❧ ❛t ✶✷❑✱ ✇❤❡r❡ ❛ ✸❉ ❆❋▼ ♦r❞❡r s❡ts ✐♥✳
❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❈❛▼♥❙✐2❖6 ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❘✐✲
❡t✈❡❧❞ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ◆P❉ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✷✲✸✵✵❑ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥
✜❣✉r❡ ✻✳✶✹✳ ❚❤❡ ❛✲ ❛♥❞ ❜✲ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦❧❧♦✇ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♠❡❛s✉r❡❞
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡✳ ◆♦ str✉❝t✉r❡ ❛♥♦♠❛❧② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝✲♣❛r❛♠❡t❡r ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠♦♥♦❝❧✐♥✐❝ ❜❡t❛ ❛♥❣❧❡ ❡①❤✐❜✐t
❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ❛♥♦♠❛❧② ❜❡❧♦✇ ✶✵✵❑✱ ✇✐t❤ ❛ s❤❛r♣ ❞❡❝r❡❛s❡ ❞♦✇♥ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡st t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
❚❤✐s ♠❛② ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❛ ♠❛❣♥❡t♦str✐❝t✐✈❡ ❡✛❡❝t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❤♦rt r❛♥❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t ❜❡❧♦✇ ✶✵✵❑✳ ❚❤✐s ❛♥♦♠❛❧② ❜❡✐♥❣ ❞❡t❡❝t❡❞ ♦♥❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✲❛①✐s ❛♥❞ t❤❡
❜❡t❛ ❛♥❣❧❡ s✉♣♣♦rts t❤❛t t❤❡s❡ s❤♦rt r❛♥❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r✐s❡ ❢r♦♠ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✸✿ ❉✐✛✉s❡ ♥❡✉tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ◆P❉ ♣❛tt❡r♥ ❛t ✶✵✵ ❑ ❢r♦♠ ♣❛tt❡r♥s
❛t ✸✵ ❑ ✭❛✮ ❛♥❞ ✶✺❑ ✭❜✮✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦ ✇❛s ✇❡❧❧ ✜tt❡❞ ❜② ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✶❉ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❘❡❞ ❧✐♥❡
s❤♦✇s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❢❛❝t♦r ❛t ♣❛r❛♠❛❣♥❡t✐❝ r❡❣✐♠❡ ✭✶✵✵❑✮✱ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞
s✐❣♥❛❧ ❛t ✸✵❑ ❛♥❞ ✶✺❑✱ t❤❡ ♣✉r♣❧❡ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ ✜t r❡s✉❧t t♦ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✭s❝❛tt❡r
♣♦✐♥ts✮✳
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▼♥2+ ❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✐s♦❧❛t❡❞ ✶❉ ❝❤❛✐♥s✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✹✿ ▲❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❈❛▼♥❙✐2❖6 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢r♦♠ r❡✜♥❡♠❡♥t
♦❢ ◆P❉✳
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✻✳✸✳✺ ▲✐♥❡❛r ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ♦❢ ❈❛▼♥❙✐2❖6
❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s②♠♠❡tr② ✇✐t❤ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣ ❈✷✬✴❝ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❛t ❧♦✇ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ ❛❧❧♦✇s ❢♦r ❧✐♥❡❛r ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t✱ ❛♥❞ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡❞ ❜② s②♠♠❡tr②
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ❝❛♥ ❜❡
❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✿
Pi = αijHj ✭✻✳✷✮
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲r❛♥❦ t❡♥s♦r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
αij =


0 α12 0
α21 0 α23
0 α32 0

 ✭✻✳✸✮
❆♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ▼❊ ✐♥ ❈❛▼♥●❡2❖6✱ t❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r r❡✢❡❝ts t❤❛t t❤❡
♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❍ ❛♥❞ ❊ ✜❡❧❞s ❢♦r ▼❊ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♠✉st ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ▼❊ ❡✛❡❝t✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✺ s❤♦✇s t❤❡ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣✲
♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ◆♦ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳
❚❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♣♣❡❛rs ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❥✉st ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❆❋▼ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✶✷❑✱ ❛♥❞ ✐t ❜❡❝♦♠❡s str♦♥❣❡r ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❇② r❡✈❡rs✐♥❣ t❤❡
❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✱ ✇❡ ✇❡r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ✐♥❞✉❝❡❞ ❝✉rr❡♥t✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❛s t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t✐♠❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✻✱ ♥♦ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ③❡r♦ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ ✇❤✐❧❡ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧② ✐♥❞✉❝❡❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♠❛❣✲
♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ ❛t ❛ r❛t❡ ♦❢ ∼✵✳✵✶✼✭✶✮ ➭❈✴♠2✴❚ ✭s❡❡ t❤❡ ✐♥s❡t ✐♥ ✜❣✉r❡ ✻✳✶✻✮✳ ❚❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♠❛①✐♠✉♠
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ ✭✵✳✶✹µ❈✴♠2 ✉♥❞❡r ✽❚✮ ♦❢ ❈❛▼♥❙✐2❖6 ✐s s♠❛❧❧❡r ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ t❤❛t ♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ ❈❛▼♥●❡2❖6✱ t❤❡ ♥♦♥❞✐❛❣♦♥❛❧ ▼❊ t❡♥s♦r ♦❢ ❈❛▼♥❙✐2❖6
❤❛s ❛♥ ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝ ♣❛rt t❤❛t r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ t♦r♦✐❞✐❝ ♠♦♠❡♥t ❛♥❞ ♠❛❦❡s ❈❛▼♥❙✐2❖6 ❛ ♣✉r❡ ❢❡r✲
r♦t♦r♦✐❞✐❝ ❝♦♠♣♦✉♥❞✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ▼❊ ❡✛❡❝t ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ❛ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s t♦r♦✐❞❛❧ ♠♦♠❡♥t❬✶✻❪✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s t♦r♦✐❞✐❝ ♠♦♠❡♥t ❡q✉❛✲
t✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✱ ✇❡ ❝♦✉❧❞ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠✐❝ t♦r♦✐❞✐❝ ♠♦♠❡♥t ✐♥ t❤❡ ♠♦♥♦❝❧✐♥✐❝
✉♥✐t ❝❡❧❧ ❚❂✭✲✵✳✵✵✹✷✱ ✵✱ ✵✳✵✶✺✾✮ µB✴➴2✳
✻✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥
❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❈❛▼♥❙✐2❖6 ❛♥❞ ❈❛▼♥●❡2❖6 r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ s✉❜st✐✲
t✉t✐♦♥ ♦❢ ●❡ ❜② ❙✐ ❞♦❡s ♥♦t ✈❛r② t❤❡ str✉❝t✉r❡ s②♠♠❡tr② ❛♥❞ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡
✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❛s s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡❞ ❛ ❛♥❞ ❝ ❝❡❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ♠❛❣✲
♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❈❛▼♥❙✐2❖6 ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6✱ ♦♥❧② t❤❡ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡
♦r❞❡r✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❧♦✇❡r❡❞ ❢♦r ❙✐ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢❡rr♦t♦r♦✐❞✐❝
♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s❡r✈❡❞✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ♦t❤❡r ♣②r♦①❡♥❡s ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✺✿ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t ✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✳
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✻✿ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❈❛▼♥❙✐2❖6 ✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s ♠❛❣✲
♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s❀ t❤❡ ✐♥s❡t s❤♦✇s t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ▼❊ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ♠❛♥♥❡rs✳
●❡ ❜② ❙✐ ❣r❡❛t❧② ♠♦❞✐✜❡s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ◆❛❈r●❡2❖6 ✇✐❧❧ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ❜❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❜② t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ●❡
❜② ❙✐❀ ▲✐❋❡❙✐2❖6 ❡①❤✐❜✐ts ❧✐♥❡❛r ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ✇❤✐❧❡ ▲✐❋❡●❡2❖6 ❞♦❡s ♥♦t❬✷✱ ✹❪✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❜r♦✉❣❤t ❜② t❤❡ ●❡✴❙✐ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦♥❧② ♠❛r❣✐♥❛❧❧② ✈❛r② t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐♥ t❤✐s ❈❛▼♥❚2❖6 s②st❡♠✳
❙✐♥❝❡ ❈❛▼♥❙✐2❖6 ❛♥❞ ❈❛▼♥●❡2❖6 ♣♦ss❡ss s❛♠❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❢r✉s✲
tr❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❈❛▼♥❙✐2❖6✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥tr❛❝❤❛✐♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❏ ✐s ❞♦♠✐♥❛♥t✱
❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ❏✶ ❛♥❞ ❏✷ ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r✱ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛r✲❧✐❦❡ t♦♣♦❧♦❣② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❡❞ ❣✐✈✐♥❣
r✐s❡ t♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❢r✉str❛t✐♦♥✳
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❙❡✈❡r❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❡✈❡❛❧ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ s♣✐♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✇❡❧❧ ❛❜♦✈❡
❚N ✐♥ ❈❛▼♥❙✐2❖6✳ ❚❤✐s ✇❛s ✜rst s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡
❧❛r❣❡ ❡♥tr♦♣② r❡❧❡❛s❡ ❛❜♦✈❡ ❚N ✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ✜t ♦❢ ❞✐✛✉s❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❞❛t❛ ✇✐t❤ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦✲
❧♦❣✐❝❛❧ ✶❉ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ②✐❡❧❞s ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤s ξ = 7.45 ± 1➴ ✭✸✵❑✮ ❛♥❞
✶✼✳✷✾±✷✳✹✺➴✭✶✺❑✮✱ ❛♥❞ ❜♦t❤ r❡✢❡❝t t❤❡ s❤♦rt r❛♥❣❡ ❆❋▼ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ t❤✐s s②st❡♠✳ ▼♦r❡✲
♦✈❡r✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❧❡♥❣t❤ r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ s♣✐♥ ♦r❞❡r ✐♥ ✶❉ ❣r♦✇s ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
❘❛t❤❡r t❤❛♥ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❜r♦❛❞ ♠❛①✐♠✉♠ ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛s ❛ t②♣✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
❢♦r ❧♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡ts✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ✈s ❚ ♦❢ ❈❛▼♥❙✐2❖6 ♠❛♥✐❢❡sts ❛ ✸❉
♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡①❝❤❛♥❣❡s✳ ❚❤✐s ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❈❛▼♥●❡2❖6✳
❆♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❡♥❛r✐♦ ❢♦r ❈❛▼♥●❡2❖6 ✐s st✐❧❧ ❛♣♣❧✐❛❜❧❡ ✐♥ ❈❛▼♥❙✐2❖6✿ ❚❤✐s s❤♦rt r❛♥❣❡
❆❋▼ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❢r✉str❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❢❛✈♦rs t❤❡
s❤♦rt✲r❛♥❣❡ s♣✐♥ ♦r❞❡r ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✲❛①✐s ✐♥ ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ ✸❉ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳
✻✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
■♥ s✉♠♠❛r②✱ s✐❧✐❝❛t❡ ♣②r♦①❡♥❡ ❈❛▼♥❙✐2❖6✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ③✐❣③❛❣ ▼♥❖6 ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❝❤❛✐♥s
❛♥❞ ❙✐❖6 t❡tr❛❤❡❞r❛ ❝❤❛✐♥s✱ ✇❛s s②♥t❤❡s✐③❡❞ ❜② ❤✐❣❤✲♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❡t❤♦❞
❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②✱ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t②✱ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥
❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t r❡✈❡❛❧s t❤❛t ❈❛▼♥❙✐2❖6 ✉♥❞❡r❣♦❡s
❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❆❋▼ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛t ✶✷❑✳ ❚❤❡ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ s♣✐♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡❧♦✇ ✶✵✵❑ ✇❛s ❝♦♥✲
✜r♠❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② r❡s✉❧ts ❛♥❞ ✜tt❡❞ ❞✐✛✉s❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♥❡✉tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❞❛t❛✱
❛♥❞ ✇❛s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❇②
✜tt✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛✉s❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛t ✶✺❑ ❛♥❞ ✸✵❑ t♦ t❤❡ ✶❉ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❤❛✈❡
❞r❛✇♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ❆❋▼ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜❡❧♦✇ ✶✵✵❑✳ ▼❛❣♥❡t✐❝
❢r✉str❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❈❛▼♥❙✐2❖6 ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❣♦✈❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ▼❊ ♣r♦♣❡rt✐❡s r❡✈❡❛❧ t❤❛t ♥♦ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛r✐s❡s
❜❡❧♦✇ ❚N ✉♥t✐❧ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ s❤♦✇s ❛
❧✐♥❡❛r ▼❊ ❡✛❡❝t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ t❡♥s♦r ♦❢ ❧✐♥❡❛r ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ❤❛s ❛♥t✐s②♠♠❡tr✐❝
♣❛rt ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ t♦r♦✐❞❛❧ ♠♦♠❡♥t ❛♥❞ ♠❛❦❡s t❤❡ ❈❛▼♥❙✐2❖6 ❛ ♣✉r❡ ❢❡rr♦t♦r♦✐❞✐❝
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Chapter 7: Structure and magnetic properties in CaCo1−xMnxGe2O6
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❣r❛❞❡ ❈❛❈❖3✱ ❈♦3❖4✱ ▼♥❖2 ❛♥❞ ●❡❖2 ✇❡r❡ ❣r♦✉♥❞ ✐♥ ❛♥ ❛❣❛t❡ ♠♦rt❛r ❛♥❞ ♣r❡ss❡❞ ✐♥t♦
♣❡❧❧❡ts✳ ❚❤❡ ♣❡❧❧❡ts ✇❡r❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❛ ♣❧❛t✐♥✉♠ ❜♦❛t ❛♥❞ ❤❡❛t❡❞ ✐♥ ❛✐r t♦ ✶✸✼✸ ❑ ❛t ✷❑✴♠✐♥✱
t❤❡♥ ❤❡❧❞ ❛t ✶✸✼✸ ❑ ❢♦r ✶✵✵ ❤ ❛♥❞ ❝♦♦❧❡❞ ❞♦✇♥ t♦ r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ r❡❣r✐♥❞✐♥❣
❛♥❞ r❡❤❡❛t✐♥❣ ✇❡r❡ r❡q✉✐r❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② s✐♥❣❧❡ ♣❤❛s❡ s❛♠♣❧❡s✳ ❇② t❤❡ s✐♠✐❧❛r
s②♥t❤❡s✐s r♦✉t❡✱ s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❈❛◆✐1−x❈♦x●❡2❖6✭①❂✵✳✷✺✱ ✵✳✺✱ ✵✳✼✺✮ ❛♥❞ ❈❛▼♥1−x◆✐x●❡2❖6
✭①❂✵✳✷✺✱ ✵✳✺✱ ✵✳✼✺✱ ①❂✶✮ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ s②♥t❤❡s✐③❡❞✳
✼✳✷✳✷ ❳✲r❛② ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥ ♣♦✇❞❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥
❚❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇❡r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ①✲r❛② ♣♦✇❞❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✭❳❘P❉✮ ✉s✐♥❣ ❛ ❇r✉❦❡r ❉✽ ❞✐✛r❛❝✲
t♦♠❡t❡r ✇✐t❤ ❈✉ ❑α✶ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✭✶✳✺✹✵✻ ➴✮ s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ❛ ●❡ ✭✶✶✶✮ ♣r✐♠❛r② ❜❡❛♠ ♠♦♥♦❝❤r♦✲
♠❛t♦r ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ✶✵⑦✶✵✵➦ ✇✐t❤ ❛ ✵✳✵✷➦ st❡♣ s✐③❡✳
❚♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❈❛❈♦1−x▼♥x●❡2❖6 s❡r✐❡s✱ ❛ ♥❡✉tr♦♥
♣♦✇❞❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✭◆P❉✮ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ t❤❡ t✇♦✲❛①✐s ❞✐✛r❛❝t♦♠❡t❡r ❉✶❇ ❛t
■♥st✐t✉t ▲❛✉❡ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ✭■▲▲✮✱ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✳✼ ❑ ❛♥❞ r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❋♦r ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡
✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✱ ◆P❉ ♣❛tt❡r♥s ✇❡r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❛t ✷✱ ✹✵ ❛♥❞ ✶✵✵ ❑ ✇✐t❤ t❤❡ ✷✳✺✷ ➴ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤
s❡❧❡❝t❡❞ ❜② ✭✵✵✷✮ ❇r❛❣❣ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣②r♦❧②t✐❝ ❣r❛♣❤✐t❡ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t♦r ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ r❛♠♣ ❜❡t✇❡❡♥ ✷ ❑ ❛♥❞ ✶✵✵ ❑ ♦♥ ❤❡❛t✐♥❣✳ ❚❤❡ ❳❘P❉ ❛♥❞ ◆P❉ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜②
t❤❡ ❘✐❡t✈❡❧❞ ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋✉❧❧♣r♦❢ s✉✐t❡ ♣r♦❣r❛♠s❬✶❪✳
✼✳✷✳✸ ▼❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ ❛ ◗✉❛♥t✉♠ ❉❡s✐❣♥ ▼❛❣✲
♥❡t✐❝ Pr♦♣❡rt② ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❙②st❡♠ ✭▼P▼❙✮✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❢♦r ❛❧❧ t❤r❡❡
s❡r✐❡s ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❢r♦♠ ✷ ❑ t♦ ✸✺✵ ❑ ✐♥ ③❡r♦ ✜❡❧❞ ❝♦♦❧❡❞ ✭❩❋❈✮ ❛♥❞ ✜❡❧❞ ❝♦♦❧❡❞ ✭❋❈✮
♣r♦❝❡❞✉r❡s ✉♥❞❡r ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ✵✳✵✶ ❛♥❞ ✵✳✶ ❚✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❈❛❈♦1−x▼♥x●❡2❖6 s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ①❂✵✳✷✺✱
✵✳✺✱ ❛♥❞ ✵✳✼✺ ✇❛s r❡❝♦r❞❡❞ ❢r♦♠ ✹ ❑ t♦ ✶✵✵ ❑ ✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✿ ✶✱ ✶✵✵✱ ✺✵✵✱ ❛♥❞ ✶❑❍③✳
❆t ✺✵✵❍③✱ ❛❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ✇❛s ❛❧s♦ ♠❡❛s✉r❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ r❛♥❣❡ ♦❢ ✵ ❖❡≦❍≦✶✺✵
❖❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✹✲✶✵✵❑✳ ❋♦r ❛❧❧ ❛❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❛ ❞r✐✈❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ✷ ❖❡ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❆❧❧ t❤❡ ❛❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② r❡❧❛t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
♦♥ ❤❡❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♦❧✐♥❣✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ ❳✲r❛② ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❈❛❈♦1−x▼♥x●❡2❖6✳ ❚❤❡ ✐♠♣✉r✐t② ♣❤❛s❡s
❈♦2●❡❖4✭♥❛❜❧❛✮✱ ❈❛●❡❖3 ✭❛st❡r✐s❦s✮ ❛♥❞ ❈❛3▼♥2●❡3❖12 ✭❝r♦ss✮ ✇❡r❡ ♠❛r❦❡❞✳
✼✳✷✳✹ ❙♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ ❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✇✐t❤ ❛ ◗✉❛♥t✉♠
❉❡s✐❣♥ P❤②s✐❝❛❧ Pr♦♣❡rt② ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❙②st❡♠ ✭PP▼❙✮ ✐♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✷✲✶✵✵❑✳
❖♥❧② t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❈❛❈♦1−x▼♥x●❡2❖6 ✇✐t❤ ①❂✵✱ ✵✳✺✱ ✵✳✼✺✱ ✶ ✇❡r❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❚❤❡ ♣❡❧❧❡t✐③❡❞
s❛♠♣❧❡ ✇❛s ♠♦✉♥t❡❞ ♦♥ s❛♠♣❧❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✇✐t❤ ❆♣✐❡③♦♥ ◆✲❣r❡❛s❡ ❢♦r ❜❡tt❡r t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥t❛❝t✳
✼✳✸ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
✼✳✸✳✶ ❈r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❈❛❈♦1−x▼♥x●❡2❖6
❚❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❈❛❈♦●❡2❖6 ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ■t ❝r②st❛❧❧✐③❡s ✇✐t❤
♠♦♥♦❝❧✐♥✐❝ ❈✷✴❝ s②♠♠❡tr② ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❝❧✐♥♦♣②r♦①❡♥❡ str✉❝t✉r❡ t②♣❡✳ ❋✐❣✉r❡
✼✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣♦✇❞❡r ①✲r❛② ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥❣❛♥❡s❡ ❝♦♥t❡♥t
❢♦r t❤❡ s②♥t❤❡s✐③❡❞ s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ❛❧❧ s❛♠♣❧❡s ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝r②st❛❧ s②♠♠❡tr②
✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❡♥t ❈❛❈♦●❡2❖6 ❝♦♠♣♦✉♥❞✳ ❆ s❧✐❣❤t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♠♣✉r✐t✐❡s ❛r❡ ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ♥❛❜❧❛
✭❈♦2●❡❖4✮✱ ❛st❡r✐s❦s ✭❈❛●❡❖3✮ ❛♥❞ ❝r♦ss ✭❈❛3▼♥2●❡3❖12✮✳ ❚♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝✲
t✉r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡t❛✐❧✱ ❘✐❡t✈❡❧❞ r❡✜♥❡♠❡♥t ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋✉❧❧✲
♣r♦❢ ♣r♦❣r❛♠✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✇❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡
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♣❛tt❡r♥✳ ❆ ❚❤♦♠s♦♥✲❈♦①✲❍❛st✐♥❣s ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣r♦✜❧❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❜r♦❛❞✲
❡♥✐♥❣ ✇❛s ❡♠♣❧♦②❡❞❬✺❪✳ ❚❤❡ s✐③❡ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ❡✛❡❝t ✇❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ✉♥✐❛①✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤
❜ ❛s ✉♥✐q✉❡ ❛①✐s✱ ✇❤✐❧❡ ❛ t❡♥s♦r✐❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r str❛✐♥✳ ▲♦✇ ❛♥❣❧❡ ♣❡❛❦ ❛s②♠✲
♠❡tr②✱ ✉s✉❛❧❧② ❜❡❧♦✇ ✷θ❂ ✹✵➸✱ ✇❛s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇❡r❛r✲❇❛❧❞✐♥♦③③✐ ♠♦❞❡❧❬✻❪✳
❋♦r t❤❡ ▼✶ s✐t❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✇❛s ✜①❡❞ ✇✐t❤ ❢✉❧❧ s✐t❡ ♦❝❝✉♣❛♥❝✐❡s✳ ❚❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❈♦✴▼♥
✇❛s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝ ✈❛❧✉❡✳ ❋♦r s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ①❂✵✱ ❈♦2●❡❖4 ✇❛s
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❝❡❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ✇❡r❡ r❡✜♥❡❞✳
❋♦r s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ①❂✵✳✷✺✱ ❜♦t❤ ❈♦2●❡❖4 ❛♥❞ ❈❛●❡❖3 ✇❡r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❞❡s❝r✐♣✲
t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡✐r ❝❡❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦rs ✇❡r❡ r❡✜♥❡❞✳ ❋♦r s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ①❂✵✳✺ ❛♥❞ ✵✳✼✺✱
❈❛●❡❖3 ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❝❡❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ✇❡r❡
r❡✜♥❡❞✳ ❲❤❡♥ ✐t ❝♦♠❡s t♦ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ①❂✵✳✽✼✺ ❛♥❞ ✶✱ ♦♥❧② ❈❛3▼♥2●❡3❖12 ✇❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ t❤❡ ♣❛tt❡r♥ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❝❡❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ✇❡r❡ r❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡ r❡✜♥❡❞
❳❘❉ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ t❤✐s s❡r✐❡s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✱ ✼✳✸✱ ✼✳✹ ❛♥❞ ✼✳✺✳ ❚❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t r❡s✉❧ts✱
♠❛✐♥ ✐♥t❡r❛t♦♠✐❝ ❞✐st❛♥❝❡s ❛♥❞ ❜♦♥❞ ✈❛❧❡♥❝❡ s✉♠s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇♦♥❞❙tr ♣r♦❣r❛♠❬✼❪
❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✼✳✶ ❛♥❞ ✼✳✷✳
❚❤❡ s❧✐❣❤t s❤✐❢ts ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❡❛❦ ♣♦s✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✼✱ ✇❤✐❝❤
♣r❡s❡♥ts t❤❡ r❡✜♥❡❞ ❝❡❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ♥❡❛r❡st ▼✲▼ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ ❝❤❛✐♥ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❏✮
❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❤❛✐♥s ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❏✶✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♠❛♥❣❛♥❡s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ①✳ ❚❤❡
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ❈♦ ❜② ▼♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s♠❛❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❛✱ ❜✱ ❝ ❝❡❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❜♦t❤ ▼✲▼
❞✐st❛♥❝❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❜❡t❛ ❛♥❣❧❡ s❧✐❣❤t❧② ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❚❤✐s ❧✐♥❡❛r ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝❡❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ▼♥ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❱❡❣❛r❞✬s ❧❛✇ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r ❛ s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❆s ❛
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s s❡r✐❡s✱ t❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❈❛❈♦●❡2❖6 ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✻✳ ❚❤✐s
str✉❝t✉r❡ ✐s ✐s♦♠♦r♣❤♦✉s ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♣②r♦①❡♥❡s s✉❝❤ ❛s ❈❛▼♥●❡2❖6 ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✳
❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✻✱ ❈♦❖6 ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✈✐❛ ❡❞❣❡✲s❤❛r✐♥❣✱
❢♦r♠✐♥❣ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥✜♥✐t❡ ③✐❣③❛❣ ❝❤❛✐♥s r✉♥♥✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ ❝✲❛①✐s✳ ❚❤❡s❡
♦❝t❛❤❡❞r❛ ❝❤❛✐♥s ❛r❡ ❜r✐❞❣❡❞ ❜② ●❡❖4 t❡tr❛❤❡❞r❛✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❝♦r♥❡r✲s❤❛r✐♥❣ t♦
❢♦r♠ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❤❛✐♥s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ ❝✲❛①✐s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❧❛②❡rs ❛♥❞
t❡tr❛❤❡❞r❛ ❧❛②❡rs st❛❝❦❡❞ ❛❧♦♥❣ ❛✲❛①✐s ❛r❡ ❢♦r♠❡❞✳
■♥ ❈❛❈♦●❡2❖6 ✱ t❤❡ ❈♦2+✭✸❞7✮ ❝❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t❤❡ ❤✐❣❤ s♣✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ t2g5❡❣2✱ t❤❛t ❝❛♥
r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ✇❡❛❦ ❏❛❤♥✲❚❡❧❧❡r ❡✛❡❝t✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✼✳✷✱ ❈♦❖6 ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❛r❡ ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧②
❞✐st♦rt❡❞ ✇✐t❤ ❞✐st❛♥❝❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✷✳✵✼✷✭✺✮ t♦ ✷✳✶✻✵✭✻✮ ➴✳ ❆❝t✉❛❧❧② t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦❝t❛❤❡❞r❛❧✲
s✐t❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♦❢ ❈♦❖6 ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ▼♥❖6 ❛♥❞ t❤❡
❡①♣❡❝t❡❞ ❏❚ ❡✛❡❝t s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♥♦t ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t✳ ❖♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❜♦♥❞
❧❡♥❣t❤ ❁❈♦✲❖❃ ✭✷✳✶✶✻✭✷✮➴✮ ✐♥ ❈❛❈♦●❡2❖6 ✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♦♥✐❝ r❛❞✐✉s ♦❢ ❈♦2+
❝❛t✐♦♥✱ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ♦①②❣❡♥ ✐♦♥✐❝ r❛❞✐✉s t♦ ❜❡ ✶✳✹✵➴✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♦♥✐❝ r❛❞✐✉s ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❛s ✵✳✼✶✻➴✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❈♦ ✐♦♥✐❝ r❛❞✐✉s ✭✵✳✼✹✺ ➴✮ r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❙❤❛♥♥♦♥❬✶✻❪✳
❆❧❧ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ▼✲❖ ❞✐st❛♥❝❡s ❢♦r t❤❡ s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✼✳✷✳ ■t
✐s ❝❧❡❛r❧② s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ▼✲❖ ❞✐st❛♥❝❡ ✐s ❛❧♠♦st ♠♦♥♦t♦♥♦✉s❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
✐♥❝r❡♠❡♥t ♦❢ ▼♥ ❝♦♥t❡♥t✱ r❛♥❣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✷✳✶✷ ➴ ✭①❂✵✮ ❛♥❞ ✷✳✶✾ ➴ ✭①❂✵✳✼✺✮✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❜✐❣❣❡r ✐♦♥✐❝ r❛❞✐✉s ♦❢ ▼♥2+ ✭✵✳✽✸ ➴✮ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❛t ♦❢ ❈♦2+ ✭✵✳✼✹✺ ➴✮✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
❡❛❝❤ ❈❛❖6 ♦❝t❛❤❡❞r♦♥ ✐♥ ❈❛▼●❡2❖6 ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❡❞❣❡✲s❤❛r✐♥❣ t♦ t❤r❡❡ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ ▼❖6
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ ❘✐❡t✈❡❧❞ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ①❂✵ ❛♥❞ ✵✳✷✺ ❢r♦♠ ❳❘❉ ❞❛t❛ t❛❦❡♥ ❛t r♦♦♠
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❖❜s❡r✈❡❞ ✭r❡❞✮✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✭❜❧❛❝❦✮✱ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✭❜❧✉❡✮ ♣❧♦ts ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❇r❛❣❣
r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❜❧✉❡ t✐❝❦ ♠❛r❦s✳ ❚❤❡ r❡❞ t✐❝❦ ♠❛r❦s ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❇r❛❣❣ r❡✢❡❝t✐♦♥s
❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ❈♦2●❡❖4 ✐♠♣✉r✐t② ♣❤❛s❡✳ ❋♦r s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ①❂✵✳✷✺✱ t❤❡ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡❞ ✐♠♣✉r✐t②
♣❤❛s❡ ❈❛●❡❖3 ❞✉r✐♥❣ r❡✜♥❡♠❡♥t ✐s ♠❛r❦❡❞ ✇✐t❤ ❣r❡❡♥ t✐❝❦ ♠❛r❦s✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ ❘✐❡t✈❡❧❞ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ①❂✵✳✺ ❛♥❞ ✵✳✻✷✺ ❢r♦♠ ❳❘❉ ❞❛t❛ t❛❦❡♥ ❛t
r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❖❜s❡r✈❡❞ ✭r❡❞✮✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✭❜❧❛❝❦✮✱ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✭❜❧✉❡✮ ♣❧♦ts ❛r❡ s❤♦✇♥✳
❇r❛❣❣ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❜❧✉❡ t✐❝❦ ♠❛r❦s✳ ■♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ✜❣✉r❡✱ t❤❡ r❡❞ t✐❝❦ ♠❛r❦s
♣r❡s❡♥t t❤❡ ❇r❛❣❣ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ❈❛●❡❖3 ✐♠♣✉r✐t② ♣❤❛s❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✿ ❘✐❡t✈❡❧❞ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ①❂✵✳✼✺ ❛♥❞ ✵✳✽✼✺ ❢r♦♠ ❳❘❉ ❞❛t❛ t❛❦❡♥ ❛t
r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❖❜s❡r✈❡❞ ✭r❡❞✮✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✭❜❧❛❝❦✮✱ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✭❜❧✉❡✮ ♣❧♦ts ❛r❡ s❤♦✇♥✳
❇r❛❣❣ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❜❧✉❡ t✐❝❦ ♠❛r❦s✳ ■♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ✜❣✉r❡✱ t❤❡ r❡❞ t✐❝❦ ♠❛r❦s
♣r❡s❡♥t t❤❡ ❇r❛❣❣ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ❈❛●❡❖3 ✐♠♣✉r✐t② ♣❤❛s❡✳ ❋♦r s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ①❂✵✳✽✼✺✱
t❤❡ r❡❞ t✐❝❦ ♠❛r❦s ❞❡s✐❣♥❛t❡ ❛ ❈❛3▼♥2●❡3❖12 ✐♠♣✉r✐t② ♣❤❛s❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✿ ❘✐❡t✈❡❧❞ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6 ❢r♦♠ ❳❘❉ ❞❛t❛ t❛❦❡♥ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
❖❜s❡r✈❡❞ ✭r❡❞✮✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✭❜❧❛❝❦✮✱ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✭❜❧✉❡✮ ♣❧♦ts ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❇r❛❣❣ r❡✢❡❝t✐♦♥s
❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❜❧✉❡ t✐❝❦ ♠❛r❦s✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r s❡t ♦❢ ❇r❛❣❣ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ❈❛3▼♥2●❡3❖12
✐♠♣✉r✐t② ♣❤❛s❡✳
❋✐❣✉r❡ ✼✳✻✿ ✭▲❡❢t✮ Pr♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❛❈♦●❡2❖6 str✉❝t✉r❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✲❛①✐s✳ ✭❘✐❣❤t✮ ❚❤❡ ❈♦❖6
③✐❣③❛❣ ❝❤❛✐♥s s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ●❡❖4 t❡tr❛❤❡❞r❛ ✈✐❛ ❝♦r♥❡r s❤❛r✐♥❣✱ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ◆P❉ ❛t r♦♦♠
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✼✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❧❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❧❡❢t✮ ❛♥❞ ▼✲▼ ❞✐st❛♥❝❡s ✭r✐❣❤t✮ ✇✐t❤ ♠❛♥❣❛♥❡s❡
❝♦♥t❡♥t ① ✐♥ t❤❡ ❈❛❈♦1−x▼♥x●❡2❖6 s❡r✐❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✼✳✽✿ ❚❤❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ♦❢ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❈❛▼●❡2❖6✱ ❤✐❣❤❧✐❣❤t✐♥❣ t❤❡ ♦❝t❛❤❡❞r❛❧ ❛♥❞
t❡tr❛❤❡❞r❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥s✳
♦❝t❛❤❡❞r❛ ❛❧♦♥❣ ♦♥❡ ▼❖6 ③✐❣③❛❣ ❝❤❛✐♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❈❛❖6 ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦
❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❛r❡ str❛✐❣❤t❧② ❛❧✐❣♥❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝✲❛①✐s✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ▼ s✐t❡✱
t❤❡ ❈❛❖6 ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❛r❡ ♠♦r❡ ❞✐st♦rt❡❞✱ ✇✐t❤ ❈❛✲❖ ❞✐st❛♥❝❡s r❛♥❣✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ✷✳✸✼✵✭✹✮ ➴ ❛♥❞
✷✳✻✾✷✭✸✮ ➴✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦❧②❤❡❞r❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥ ✈❛❧✉❡s✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡
✈♦❧✉♠❡ ❞✐st♦rt✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡r ν✭✪✮ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▼❛❦♦✈✐❝❦② ❛♥❞ ❇❛❧✐❝✲❩✉♥✐❝❬✷❪✱ ❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❜② t❤❡ ❇♦♥❞❙tr ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞ s❤♦✇♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✼✳✷✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❈❛✲❖ ❢♦r ❛❧❧ s❛♠♣❧❡s
✐s ♥❡❛r❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ ✷✳✺✶➴ ❡①❝❡♣t ❢♦r s❛♠♣❧❡ ①❂✶✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✾✿ ▼✲❖✶✲▼ ❛♥❣❧❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ▼♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♥ ❈❛❈♦1−x▼♥x●❡2❖6✳
❲❡ t✉r♥ ♥♦✇ t♦ t❤❡ ●❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥✳ ❆s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✽✱ t❤❡ ●❡ t❡tr❛❤❡❞r❛ s❤❛r❡ t❤❡
❖✶✲❖✷ ❡❞❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ▼❖
6
♦❝t❛❤❡❞r❛✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❏✶ ❛♥❞ ❏✷ ♣❛t❤✇❛②s ❢♦r ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡st ❖2− ❛♥✐♦♥s ✭❖✸✮ ♦♥ t❤❡ ✈❡rt❡① ♦❢ t❡tr❛❤❡❞r❛ ❢♦r♠ t❤❡ ③✐❣③❛❣ ●❡❖4 t❡tr❛❤❡❞r❛
❝❤❛✐♥s ❜② ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ t❡tr❛❤❡❞r❛✳ ❚❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❞❛t❛✱ ✐♥ t❛❜❧❡ ✼✳✷✱ s❤♦✇ t❤❛t
t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ●❡✲❖ ❞✐st❛♥❝❡ ❢♦r s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ①❂✵✳✷✺✱ ✵✳✺✱ ✵✳✻✷✺✱ ✵✳✼✺ ❛♥❞ ✵✳✽✼✺ ✐s ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥
t❤❡ ▼♥ ❝♦♥t❡♥t✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ●❡✲❖ ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡s❡ s❛♠♣❧❡s ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢
▼♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ●❡✲❖✶ ❛♥❞ ●❡✲❖✷ ❜♦♥❞ ❧❡♥❣t❤s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
❖✶✲❖✷ ❜r✐❞❣❡ ✐♥ ❜♦t❤ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ t❤❡ s❤♦rt❡st ❛♥❞ ❛r❡ ♥❡❛r❧② ✐❞❡♥t✐❝❛❧ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳
❘❡❝❡♥t ❜❛♥❞ str✉❝t✉r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❢♦r ♣②r♦①❡♥❡s ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t
t❤❡ ❡❞❣❡✲s❤❛r✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢ ▼❖6 ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❝❤❛✐♥s ✇✐t❤ ▼✲❖✶✲▼ ❛♥❣❧❡ ❝❧♦s❡ t♦
✾✵ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ s✉♣❡r❡①❝❤❛♥❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤
❣✐✈❡s ♥♦r♠❛❧❧② t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❏ ❛s s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✻❬✶✷❪✳
❚❤✐s ❛♥❣❧❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✼✳✷✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▼✲❖✶✲▼ ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ▼♥ ❝♦♥t❡♥t ① ✐s
♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✾✱ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ▼♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳
✼✳✸✳✷ ▼❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❈❛❈♦1−x▼♥x●❡2❖6
❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥t ♣❤❛s❡ ❈❛❈♦●❡2❖6 ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧②
r❡♣♦rt❡❞ ❬✸❪✳ ■t ✇❛s s❤♦✇♥ t♦ ✉♥❞❡r❣♦ ❛♥ ❆❋▼ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ✷✵ ❑✳ ■♥ ❝❤❛♣t❡r
✺✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ❧♦✇ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐s♠ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❡♥❞ ♠❡♠❜❡r ❈❛▼♥●❡2❖6✱
✇❤✐❝❤ s❤♦✇s ✶❉✲s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❢r✉str❛t✐♦♥✱ ♦❜s❡r✈❡❞
✐♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❞✐✛✉s❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢r♦♠ ◆P❉✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ♦r❞❡r✐♥❣
❆❋▼ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛t ✶✺ ❑✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥❞ ♠❡♠❜❡rs ❡①❤✐❜✐t ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❞✐st✐♥❝t
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✶✳✻✼✹✭✽✮
✶✳✼✷✭✶✮
✶✳✼✶✸✭✻✮
●
❡✲❖
✷
✶✳✼✵✾✭✷✮
✶✳✻✽✭✶✮
✶✳✻✻✭✶✮
✶✳✼✵✼✭✽✮
✶✳✼✺✵✭✾✮
✶✳✼✸✭✶✮
✶✳✼✵✹✭✼✮
●
❡✲❖
✸
✶✳✼✽✻✭✸✮
✶✳✽✽✭✷✮
✶✳✽✹✭✷✮
✶✳✽✹✾✭✾✮
✶✳✽✷✭✶✮
✶✳✽✵✭✶✮
✶✳✼✼✼✭✾✮
●
❡✲❖
✸
✶✳✽✵✹✭✷✮
✶✳✼✹✭✶✮
✶✳✼✼✭✶✮
✶✳✼✼✼✭✽✮
✶✳✽✵✾✭✾✮
✶✳✽✷✭✶✮
✶✳✽✶✷✭✽✮
❆
✈❡✳❉
✐st✳
✶✳✼✺✻✭✶✮
✶✳✼✹✸✭✻✮
✶✳✼✹✶✭✼✮
✶✳✼✺✵✭✹✮
✶✳✼✻✸✭✺✮
✶✳✼✻✺✭✻✮
✶✳✼✺✷✭✹✮
❑
✐♥❦✳
❆
♥❣✳✭➦✮
✶✺✼✳✺✭✶✮
✶✻✽✳✸✭✽✮
✶✻✼✳✶✭✽✮
✶✻✵✳✻✭✹✮
✶✺✻✳✷✭✺✮
✶✺✽✳✷✭✺✮
✶✺✼✳✻✭✹✮
▼
✲❖
✶✲▼
✭➦✮
✾✺✳✶✭✺✮
✾✸✳✵✭✹✮
✾✷✳✺✭✺✮
✾✶✳✹✭✸✮
✾✵✳✶✭✹✮
✾✷✳✺✭✺✮
✾✸✳✶✭✸✮
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❚❛❜❧❡ ✼✳✸✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❈❛❈♦1−x▼♥x●❡2❖6 ✳ ◆é❡❧ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡✱ ♦r❞❡r❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ❛t ✷❑✱ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣ ✇❡r❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ r❡✜♥❡♠❡♥t✳ ❲❡✐ss t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦♠❡♥t ❝♦♠❡
❢r♦♠ t❤❡ ❈✉r✐❡✲❲❡✐ss ✜t ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②✳ ❍✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥
❚m✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②✳
▼♥ ①❂✵ ①❂✵✳✷✺ ①❂✵✳✺✵ ①❂✵✳✻✷✺ ①❂✵✳✼✺ ①❂✵✳✽✼✺ ①❂✶
❚N ✭❑✮ ✷✶ ✷✵ ✶✼ ✶✻✳✷ ✶✺ ✶✹✳✻ ✶✹✳✺
❚m ✭❑✮ ✲ ✻✺ ✺✹ ✺✺ ✺✸ ✺✶ ✹✺
❲❡✐ss t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭❑✮ ✶✷✭✼✳✸✾✮ ✲✺✭✾✳✺✮ ✲✶✼✭✻✳✽✽✮ ✲✶✷✳✾✭✻✳✹✼✮ ✲✸✵✭✷✳✸✸✮ ✲✷✾✳✽✭✼✳✽✶✮ ✲✸✹✳✻✭✻✳✸✺✮
❊✛❡❝t✐✈❡ ♠♦♠❡♥t ✭➭B) ✺✳✶✵✭✻✮ ✺✳✷✵✭✺✮ ✺✳✺✵✭✺✮ ✺✳✺✾✭✻✮ ✺✳✻✵✭✹✮ ✺✳✻✺✭✼✮ ✺✳✼✾✭✻✮
▼❛❣✳▼♦♠❡♥t ✭➭B✮ ✹✳✵✺✭✹✮ ✷✳✻✼✭✺✮ ✷✳✵✵✭✺✮ ✶✳✻✵✭✼✮ ✲ ✷✳✹✾✭✼✮ ✹✳✶✼✭✺✮
Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ✭✶✵✵✮ ✭✶✵✵✮ ✭✶✵✵✮ ✭✶✵✵✮ ✭✶✵✵✮ ❛♥❞ ✭✵✵✵✮ ✭✵✵✵✮ ✭✵✵✵✮
❙● Pc ✷1✴❝ Pc ✷1✴❝ P❝ ✷1✴❝ P❝ ✷1✴❝ ✲ ❈✷✬✴❝ ❈✷✬✴❝
❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✵✿ ✭❛✮❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ✭❩❋❈ ❛♥❞ ❋❈✮ ♦❢
❈❛❈♦●❡2❖6 ❛♥❞ ❈❛▼♥●❡2❖6 ✉♥❞❡r ❡①t❡r♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ✶✵✵ ❖❡✳ ✭❜✮ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❈❛❈♦1−x▼♥x●❡2❖6 ✭①❂✵✳✷✺✱ ✵✳✺✱ ✵✳✼✺✱ ✵✳✽✼✺✮ s❡r✐❡s
♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ✶✵✵ ❖❡✳
❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛r❧② s❡❡♥ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧♦✇✲✜❡❧❞ ❩❋❈ ❛♥❞ ❋❈ ❝✉r✈❡s ❜❡❧♦✇ ✹✺❑✱
✇❤❡r❡❛s ✐♥ ❈♦ ❝♦♠♣♦✉♥❞✱ ♦♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦♥❧② ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤♦✉t ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❋❈ ❛♥❞ ❩❋❈ ❝✉r✈❡s✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ s❛♠♣❧❡s ✉♥❞❡r
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦❢ ✵✳✵✶ ❚ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✵✭❜✮✳ ❋♦r ❛❧❧ ▼♥ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ s❛♠♣❧❡s✱ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❋❈ ❛♥❞ ❩❋❈ ❝✉r✈❡s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❆❋▼ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❚N
✭❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ①❂✵✳✽✼✺ ✐s ✈❡r②
s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6✳ ❆s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✼✳✸✱ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ❈♦ ❜② ▼♥
❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ♠♦♥♦t♦♥♦✉s ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ❚N ❢r♦♠ ✷✶ ❑ ✭①❂✵✮ t♦ ✶✹✳✻ ❑ ✭①❂✵✳✽✼✺✮✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛t ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐s❝✉ss t❤❡✐r ♦r✐❣✐♥ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛❝ ♠❛❣♥❡t✐❝
s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♦❢ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡s❡
♠❛❣♥❡t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛❧s♦ ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ▼♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳
❇② ✜tt✐♥❣ t❤❡ ❤✐❣❤✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❛t ✵✳✶ ❚ t♦ t❤❡
❈✉r✐❡✲❲❡✐ss ❧❛✇✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ❲❡✐ss t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦♠❡♥t ❢♦r ❛❧❧ s❛♠♣❧❡s✱
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✶✿ ✭❛✮❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
✐♥ t❤❡ ❈❛❈♦1−x▼♥x●❡2❖6✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✉♥❞❡r ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❧❡❞ ♦❢ ✵✳✶❚✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞
❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❈✉r✐❡✲❲❡✐ss ✜t✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ✜tt❡❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦♠❡♥t ❛♥❞ ❲❡✐ss t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ▼♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥✳
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✶✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✜tt✐♥❣ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ❣✐✈❡s s❧✐❣❤t❧②
❞✐✛❡r❡♥t ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦♠❡♥ts ❛♥❞ ❲❡✐ss t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❢♦r ❡❛❝❤ s❛♠♣❧❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦♣❡r❧②
❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ ✜tt❡❞ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤♦s❡♥ t✇♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡s✱ ✶✼✵✲✸✺✵❑
✭❡♠♣❧♦②❡❞✮ ❛♥❞ ✷✺✵✲✸✺✵❑✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ✜tt❡❞ r❡s✉❧ts ❢♦r t✇♦ r❡❣✐♠❡s ❛r❡ ❛❞♦♣t❡❞ ❛s t❤❡
❡rr♦r ❜❛rs✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ❜❛rs ❛r❡ q✉✐t❡ ❧❛r❣❡✱ t❤❛t ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❈✉r✐❡✲❲❡✐ss ✜t
t♦ t❤❡ ✜tt✐♥❣ r❛♥❣❡✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❡rr♦rs✱ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❲❡✐ss ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡
♠♦♠❡♥t ✐s ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ❲❡✐ss t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❡①❤✐❜✐t ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ s✐❣♥ ❢r♦♠ ♣♦s✐t✐✈❡ t♦
♥❡❣❛t✐✈❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ①✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ ❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ❝❤❛r❛❝t❡r ♦❢
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ t♦ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
♠♦♠❡♥t ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ① ❛s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦♠❡♥t ❢♦r ▼♥2+ ✭✺✳✼✾✭✻✮➭B✮
✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s♣✐♥✲♦♥❧② ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❙❂✸✴✷ ✭✺✳✾✷ ➭B✮ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦♠❡♥t ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❢♦r ❈♦2+ ✭✺✳✶✵✭✻✮➭B✮ ✐s ♠✉❝❤ ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ t❤❡ s♣✐♥✲♦♥❧② ✈❛❧✉❡ ✭✸✳✽✼➭B✮ ❛♥❞ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢
❛ ♣❛rt✐❛❧ ✉♥q✉❡♥❝❤❡❞ ♦r❜✐t❛❧ ♠♦♠❡♥t✳
❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ①❂✵✱ ✵✳✺✵✱
✵✳✼✺ ❛♥❞ ✶✳ ■t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛r❡
s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ❛ ♣r♦♥♦✉♥❝❡❞ λ✲s❤❛♣❡ ✐♥ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥
✜❣✉r❡ ✼✳✶✷✭❛✮✱ t❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇✐t❤
❛♣♣❛r❡♥t ❝✉s♣s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡✐r ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❚N ✳ ■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ ♥♦ ♦❜✈✐♦✉s
♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛❜♦✈❡ ✷✵ ❑ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t②
♦❢ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ①❂✵✳✺✱ ✵✳✼✺✱ ✶✱ ❈mag✱ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ♣❤♦♥♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
✇✐t❤ ❛ ♥♦♥♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❈❛❩♥●❡2❖6✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✷✭❛✮✱
t❤❡ ♠❛t❝❤ ✐♥ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❜❡t✇❡❡♥ ❈❛❈♦1−x▼♥x●❡2❖6 ❛♥❞ ❈❛❩♥●❡2❖6 ❛r❡ ♥♦t ✈❡r② ❣♦♦❞
❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡✱ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ①❂✵✳ ❚♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡
♣❤♦♥♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❢♦r ❈❛❈♦1−x▼♥x●❡2❖6✭①❂✵✳✺✱ ✵✳✼✺✮✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝
❤❡❛t ♦❢ ❈❛❩♥●❡2❖6 ✇❡r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥tr♦♣② ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✷✿ ✭❛✮ ❙♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❈❛❈♦1−x▼♥x●❡2❖6 ❛♥❞ ❈❛❩♥●❡2❖6✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮
✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ ❧❛tt✐❝❡ st❛♥❞❛r❞✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t②
♦❢ ❈❛❈♦1−x▼♥x●❡2❖6✭①❂✵✳✺✱ ✵✳✼✺ ❛♥❞ ✶✮✳
❈mag✴❚ ❞❚✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥tr♦♣② ❙m ❛t ✼✵ ❑✱ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❈mag✲❚ ❝✉r✈❡✱
✐s ✾✳✹❏✴♠♦❧✴❑ ❢♦r ①❂✵✳✺✱ ✶✶✳✺❏✴♠♦❧✴❑ ❢♦r ①❂✵✳✼✺✱ ❛♥❞ ✶✸✳✺❏✴♠♦❧✴❑ ❢♦r ①❂✶✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥tr♦♣② ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ▼♥ ❝♦♥t❡♥t✳ ❊①❝❡♣t ❢♦r t❤❡
❤♦st s❛♠♣❧❡ ①❂✵✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥tr♦♣② ✇❛s ♥♦t ❡st✐♠❛t❡❞✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥tr♦♣②
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢♦r ♦t❤❡r s❛♠♣❧❡s s❤♦✇s s✐♠✐❧❛r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✿ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
❡♥tr♦♣② ✜rst ❞r♦♣s ❞♦✇♥ s❧♦✇❧② ♦♥ ❝♦♦❧✐♥❣ ♦✈❡r ❛ ❜r♦❛❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✼✵❑ ❛♥❞
◆é❡❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❚N ✱ t❤❡♥ ❜❡❧♦✇ ❚N ✱ ❛ r❛♣✐❞ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❡♥tr♦♣② r❡❧❡❛s❡ ❛❜♦✈❡ ❚N ✳ ❚❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♣r♦❜❛❜❧② ❛r✐s❡s
❢r♦♠ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ♦r❞❡r✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❝❝✉rs ✐♥ ❈❛▼♥●❡2❖6✱ ❛s
❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✱ s❤♦✇✐♥❣ ✉♣ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ str♦♥❣ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s
✇✐t❤✐♥ t❤❡ q✉❛s✐✲✶❉ s♣✐♥ ❝❤❛✐♥s ❢❛r ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡❞ ♦r❞❡r✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❢♦r
❈❛▼♥●❡2❖6 ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❛ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥tr♦♣② ✭✺✶✪✮ ✉♥❞❡r ③❡r♦ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ ✐s r❡❧❡❛s❡❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ♦r❞❡r✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ①❂✵✳✺
❛♥❞ ✵✳✼✺✱ ♦♥❧② ❛r♦✉♥❞ ✸✵✪ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥tr♦♣② ✐s r❡❧❡❛s❡❞ ❛❜♦✈❡ ❚N ✳
❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ❛❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❈❛❈♦1−x▼♥x●❡2❖6✭①❂✵✳✷✺✱ ✵✳✺✱ ✵✳✼✺✱✶✮ ✇❛s t❤✉s
♣❡r❢♦r♠❡❞ s♦ ❛s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡
❢♦r ①❂✵✳✺✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✸✭❧❡❢t✮✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ♦❢ ❢r❡❡③✐♥❣ s♣✐♥ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✿ ❛
❝✉s♣ ❝❧♦s❡ t♦ ❚m ✐♥ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❡❛❦ ❛r❡
❢r❡q✉❡♥t✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ✐✳❡✳ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ❞r✐✈❡♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ s❧✐❣❤t s❤✐❢t ♦❢ t❤❡ ❝✉s♣
t♦ ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇✐t❤ ❛ r❡❛❞✐❧② r❡❞✉❝❡❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②✱ ✇❤❡r❡❛s
t❤❡ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛t ❚N ❞♦❡s ♥♦t ✈❛r② ✇✐t❤ ✈❛r✐♦✉s ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✸ ✭r✐❣❤t✮
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♦❢ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ①❂✵✳✷✺
✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s ❞❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ✇✐t❤ ✜①❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝② f❂✺✵✵ ❍③✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ❥✉st ❛
s♠❛❧❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❚m✱ ❛♥❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② s✉♣♣r❡ss
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②✳ ■♥ t❤❡ ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡❣✐♠❡✱ χ′❞❡❝r❡❛s❡s ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❛s t❤❡
str❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥❡✐t❤❡r t❤❡ ✈❛r✐♦✉s ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♥♦r t❤❡ ❞❝
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❝❛♥ ❛✛❡❝t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣ ❛t ❚N ✱ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ ✐ts ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡
173
Chapter 7: Structure and magnetic properties in CaCo1−xMnxGe2O6
❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✸✿ ✭❧❡❢t✮❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛❝ s✉s❝❡♣✲
t✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❈❛❈♦1−x▼♥x●❡2❖6✭①❂✵✳✷✺✱ ✵✳✺✱ ✵✳✼✺✱ ✶✮✳ ✭r✐❣❤t✮ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❛❝
s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❈❛❈♦1−x▼♥x●❡2❖6✭①❂✵✳✷✺✱ ✵✳✺✱ ✵✳✼✺✱ ✶✮ ❛t ✺✵✵❍③ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❞❝ ♠❛❣✲
♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✹✿ ✭❛✮ ❖❜s❡r✈❡❞ ✭s②♠❜♦❧s✮ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✭❧✐♥❡✮ ♣♦✇❞❡r ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛t✲
t❡r♥s ❢♦r ❈❛❈♦●❡2❖6 ❛t ✸✵✵ ❑✳ ✭❜✮ ❖❜s❡r✈❡❞ ✭s②♠❜♦❧s✮ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✭❧✐♥❡✮ ♣♦✇❞❡r ♥❡✉tr♦♥
❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s ❢♦r ❈❛❈♦●❡2❖6 ❛t ✷ ❑✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ t✐❝❦ ♠❛r❦ s❤♦✇s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝✲
t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛r r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❜❧✉❡ t✐❝❦ ♠❛r❦s✳ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♠❛r❦❡❞ ✐♥ r❡❞
❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ❈♦2●❡❖4 ✐♠♣✉r✐t② ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s✳
♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✳ ❚❤❡ ❛❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢♦r ①❂✵✳✷✺✱ ①❂✵✳✺ ❛♥❞ ①❂✵✳✼✺ r❡✈❡❛❧ t❤❡
s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts✱ s❡❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✸ ❛♥❞ ✼✳✶✸✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ s✉♣♣r❡ss❡❞
♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ✉♥❞❡r ❡①t❡r♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ①❂✵✳✼✺ ✐s ♦❜✈✐♦✉s❧② s♠❛❧❧❡r
t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ ✐♥ ①❂✵✳✷✺ ❛♥❞ ①❂✵✳✺ ❛♥❞ ❝❛♥✬t ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ①❂✶✳
✼✳✸✳✸ ▼❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❈❛❈♦1−x▼♥x●❡2❖6
❆s t❤❡ ❤♦st ♦❢ s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❈❛❈♦●❡2❖6 ❡①❤✐❜✐ts str♦♥❣ ❋▼ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ▼ ❝❤❛✐♥s
✇❤✐❝❤ ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❆❋▼ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❤❛✐♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡
❲❡✐ss t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ♣r❡✈✐♦✉s ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ st✉❞②❬✸❪✳ ■♥ ❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝✲
t✉r❡ ♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6 ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❆❋▼ ❝❤❛✐♥s ❝♦✉♣❧❡❞ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧② ✭s❡❡ ❝❤❛♣t❡r ✺✮✳
❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6 ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✺✿ ✸❉ ♣❧♦t ♦❢ ♥❡✉tr♦♥ ♣♦✇❞❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ s❝❛♥s ❢♦r ❈❛❈♦●❡2❖6 s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛t ✷✶❑ ✉s✐♥❣ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✷✳✺✷➴✳
❛ ❧✐♥❡❛r ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❤♦rt r❛♥❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥✳ ❍❡r❡ ✇❡
✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❈❛❈♦●❡2❖6 ❛♥❞ t❤❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6 ✇✐❧❧ ❜❡ r❡❝❛❧❧❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡s❡ t✇♦ s♣✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✹✭❛✮✱
t❤❡ r❡✜♥❡❞ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✼✳✶✳ ❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ str✉❝t✉r❛❧
♠♦❞❡❧ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❘✐❡t✈❡❧❞ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ♣❛tt❡r♥s ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✺ s❤♦✇s
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ◆P❉ ♣❛tt❡r♥s ❜❡❧♦✇ ✸✵❑ ❢♦r ❈❛❈♦●❡2❖6✳ ■t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r ❜❡❧♦✇ ✷✶❑✱ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ♦✉r ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❤❡❛t
❝❛♣❛❝✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❆t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛❧❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❈❛❈♦●❡2❖6 ❝❛♥ ❜❡
✐♥❞❡①❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛t❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❦✶❂✭✶✱✵✱✵✮✳ ❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛❧❧ t❤❡
♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝r②st❛❧ s②♠♠❡tr② ✭❈✷✴❝✮✱ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❇❡rt❛✉t✱ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞❬✽❪✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣
✈❡rs✐♦♥ ✷ ❑ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠s ❙❆❘❆❤✲❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s❬✾❪ ❛♥❞ ❇❛s■r❡♣s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥
❋✉❧❧♣r♦❢ ❙✉✐t❡❬✶✱ ✶✵❪✳ ❋♦r t❤❡ ❈♦2+ ❝❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✹❡ ❲②❝❦♦✛ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣ ❈✷✴❝✱
t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s
Γ = 1Γ11 + 1Γ
1
2 + 21Γ
1
3 + 2Γ
1
4. ✭✼✳✶✮
❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ❡❛❝❤ ■❘ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✼✳✹✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❜✉t
♦♥❧② t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❈ ❝❡♥t❡r s②♠♠❡tr② ❜r♦❦❡♥ ❜② t❤❡ ❦✶
✈❡❝t♦r✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ❈♦2+ ❝❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ ❜② ❈ ❝❡♥t❡r✐♥❣
❛r❡ ✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❛♥t✐♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❆❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❛♥❛❧②s✐s ✇❡r❡
176
Chapter 7: Structure and magnetic properties in CaCo1−xMnxGe2O6
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t❡st❡❞ ❜② ❘✐❡t✈❡❧❞ r❡✜♥❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❜❡st ✜t ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ■❘
Γ✸ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣ Pc✷1✴❝✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣ ✐s ♥♦t t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡
♦♥❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧② r❡♣♦rt❡❞✿ ❈✷✬✴❝✬✳ ■t ✐s ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤❡ ❜r❡❛❦✐♥❣ ♦❢ ❈✲❝❡♥t❡r✐♥❣ ✐s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
✇✐t❤ t❤❡ ❈✷✬✴❝✬ s②♠♠❡tr②✳ ❲❡ ✉s❡❞ t❤❡ ♠❈■❋ ✜❧❡ ♦✉t♣✉t ❢r♦♠ ❋✉❧❧♣r♦❢ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠
❋■◆❉❙❨▼❬✶✼❪ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r♦♣❡r❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ tr✉❡ s②♠♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡
r❡❢❡r✐♥❣ t♦ ❦❂✭✶✱✵✱✵✮✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❈❛❈♦●❡2❖6 ✐s Pc✷1✴❝ ✐♥
❇◆❙ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♣r✐♠✐t✐✈❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❡❧❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✿ ✭✲❛✱ ✲❜✱
❛✰❝❀ ✶✴✷✱ ✵✱ ✵✮✳
❚❤❡ ✜♥❛❧ r❡✜♥❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ✷ ❑ ♣❛tt❡r♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✹ ✭❜✮✳ ❚❤❡ ❈♦2+ ♠❛❣♥❡t✐❝
♠♦♠❡♥t ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② s②♠♠❡tr② ✐♥ t❤❡ ✭❛✱❝✮ ♣❧❛♥❡✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✶✹✺✳✽✷➦ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ ❛✲❛①✐s ✱ ✇✐t❤ ♠❛❂✲✷✳✼✷✭✹✮μB✱ ♠❝❂✷✳✸✽✭✶✮μB✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s r❡s✉❧t ②✐❡❧❞s ❛ ❝♦♥s✐❞❡r✲
❛❜❧② ❜❡tt❡r r❡✜♥❡♠❡♥t t❤❛♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡s r❡♣♦rt❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧②❬✸❪ ✇✐t❤ ♠❛❂✶✳✾✷μB✱ ♠❝❂✷✳✼✺μB✱
▼t♦t❂✸✳✷✽μB✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♦r❞❡r❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t r❡✜♥❡❞ ❛t ✷ ❑ ✐s ▼t♦t❂✹✳✵✺✭✹✮
μB✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♣❡r ❈♦2+ ✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ st❛t❡ ❛♥❞ ✐s
❜✐❣❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s♣✐♥✲♦♥❧② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❣❙=✸➭B✴❛t♦♠ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ s♣✐♥✲
♦r❜✐t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥ t❤✐s ❝♦♠♣♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❋▼ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❈♦2+ ❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❈♦❖6 ♦❝t❛❤❡❞r❛ ③✐❣③❛❣ ❝❤❛✐♥s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s♣✐♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥
♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❝❤❛✐♥s ❛r❡ ❆❋▼✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r❝❤❛✐♥ s✉♣❡r❡①❝❤❛♥❣❡✳ ❆ s❦❡t❝❤
♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❈❛❈♦●❡2❖6 ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✻ ✭❛✮ ✭r❡❞✮✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣
t❤❛t t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❛♥② ♠❛❣♥❡t✐❝ ❢r✉str❛t✐♦♥
✐♥ t❤❛t ❝❛s❡ s✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ▲❡t ✉s r❡❝❛❧❧ t❤❛t ❈❛▼♥●❡2❖6
❤❛s ❛♥ ♦♣♣♦s✐t❡ s♣✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❋▼ ♦r❞❡r❡❞ ❆❋▼ ❝❤❛✐♥s✱ ❛s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡
✼✳✶✻ ✭❛✮✭r✐❣❤t✮✱ ✇✐t❤ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❦✷❂✵✳ ■♥ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❈♦ ❝❛s❡✱ t❤✐s
♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❢r✉str❛t❡❞✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
♠♦♠❡♥t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✻ ✭❜✮✱ t❤❡ ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t st❛rts
t♦ ❞❡✈✐❛t❡ ❢r♦♠ ③❡r♦ ❥✉st ❜❡❧♦✇ ✷✶❑✱ ❡✈✐❞❡♥❝✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛♥❞ ✐♥
❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✼ s❤♦✇s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ◆P❉ ♣❛tt❡r♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✷❑ ❛♥❞
✹✵ ❑ ❢♦r ❛❧❧ s❛♠♣❧❡s✳ ■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ①❂✵✳✷✺✱ ✵✳✺✵✱
❛♥❞ ✵✳✻✷✺ ❝❛♥ ❜❡ ✇❡❧❧ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② ❦✶ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❈❛❈♦0.125▼♥0.875●❡2❖6
❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② ❦✷✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ①❂✵✳✼✺
r❡q✉✐r❡s t❤❡s❡ t✇♦ ✈❡❝t♦rs✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❡ s♠❛❧❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❛t ❛r♦✉♥❞ ✷θ =✷✼➦ ✐♥ t❤❡
s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✭♠❛r❦❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✼ ✇✐t❤ st❛rs✮ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♥❡✐t❤❡r ❜② ❦✶ ♥♦r
178
Chapter 7: Structure and magnetic properties in CaCo1−xMnxGe2O6
❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✼✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ ◆P❉ ♣❛tt❡r♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✷❑
❛♥❞ ✹✵ ❑ ❢♦r ❈❛❈♦1−x▼♥x●❡2❖6✳
❜② ❦✷ ✈❡❝t♦r✳ ❙♦♠❡ ❛tt❡♠♣ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦rs✱
❜✉t✱ ♥♦ ❦ ✈❡❝t♦r ✇❛s ❢♦✉♥❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ✐♥❞❡① ❛❧❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❡r✐❡s✳ ❚❤✐s s✐♥❣❧❡
r❡✢❡❝t✐♦♥ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❛♥ ✐♠♣✉r✐t② ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ✇❛s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
r❡✜♥❡♠❡♥ts ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ s❛♠♣❧❡s✱ ♥♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❛❜♦✈❡ ❚N ✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡
❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣✳ ❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s t♦ ❛❧❧
s❛♠♣❧❡s ❡①❝❡♣t ❢♦r s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ①❂✵✳✼✺✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✈❡❝t♦r
❦✶ ❛❞♦♣t t❤❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s s♣✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❈❛❈♦●❡2❖6✱ ✇❤✐❧st t❤❡ s❛♠♣❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❦✷ s❤❛r❡ t❤❡ s✐♠✐❧❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❈❛▼♥●❡2❖6✳
❯s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❡❛❝❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡✱ ✇❡ r❡✜♥❡❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
str✉❝t✉r❡s ♦❢ ◆P❉ ❛t ✷ ❑ ❢♦r ❛❧❧ s❛♠♣❧❡s✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ r❡✜♥❡❞ ◆P❉ ♣❛tt❡r♥s ❛t ✷❑ ❛r❡ s❤♦✇♥
✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✽ ❛♥❞ ✼✳✶✾✱ ❛♥❞ t❤❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✼✳✸✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ✹✳✵✺ ➭B✱ ✷✳✻✼ ➭B✱ ✷✳✵ ➭B✱ ❛♥❞ ✶✳✻✵ ➭B ❢♦r s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ①❂✵✳✵✱ ✵✳✷✺✱
✵✳✺✵✱ ❛♥❞ ✵✳✻✷✺✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts
❢♦r s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ①≤✵✳✻✷✺ ♠♦♥♦t♦♥✐❝❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ▼♥ ❝♦♥t❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
q✉✐t❡ ✉♥❡①♣❡❝t❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ▼♥2+ ♠♦♠❡♥t ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❈♦2+✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st
t♦ t❤✐s t❡♥❞❡♥❝②✱ t❤❡ ♦r❞❡r❡❞ ♠♦♠❡♥ts ❢♦r s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ①❃✵✳✼✺ ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣
▼♥ ❝♦♥t❡♥t✳ ❚♦ ❜❡tt❡r ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✇❡ ♣❧♦tt❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦♠❡♥t✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
s♣✐♥✲♦♥❧② ♦r❞❡r❡❞ ♠♦♠❡♥t ❛♥❞ r❡✜♥❡❞ ♦r❞❡r❡❞ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ▼2+ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ ①✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✵✳ ❆ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛♥♦♠❛❧♦✉s ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s t❤❛t t❤❡
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s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ▼♥ ✐♥ ❈❛❈♦●❡2❖6 ♠❛❦❡s t❤❡ s②st❡♠ ♠♦r❡ ❢r✉str❛t❡❞✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞✉❡ t♦
t❤❡ str♦♥❣ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ❞✐s♦r❞❡r❡❞ s②st❡♠ ❛♥❞
✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❢✉rt❤❡r ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ s❡❝t✐♦♥✳
❋♦r s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ①❂✵✳✼✺✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢ ✭✵✵✵✮ ❛♥❞ ✭✲✶✶✵✮ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❦✶ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✶ ✭❛✮✱ ✐t r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥s
❜❡❝♦♠❡ ✐♥t❡♥s❡ ❜❡❧♦✇ ✶✷❑✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ ✭✵✵✶✮ ❛♥❞ ✭✲✶✶✶✮ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ❦✷ ✈s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛r❡ str♦♥❣❡r ❜❡❧♦✇ ✶✺❑✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✶ ✭❜✮✳ ❚❤❡ r❡✜♥❡❞ ◆P❉
♣❛tt❡r♥ ❛t ✷❑ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✶✾✳ ❚❤❡
✜t q✉❛❧✐t② ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐❢ ✇❡ ✉s❡ ❛s ❛ ♠♦❞❡❧ ✭✐✮ ❛ ✷✲❦ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦r ✭✐✐✮ t✇♦ s✐♥❣❧❡✲❦
♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❤❛s❡s✳ ❚❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✷ s❤♦✇ t❤❡ r❡✜♥❡❞ ✷✲❦ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝
♠♦♠❡♥t ♦♥ ❡❛❝❤ ▼ s✐t❡ ❤❛s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♠♣❧✐t✉❞❡✿ ✸✳✶ ❛♥❞ ✼✳✾➭B. ❚❤❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
str✉❝t✉r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛s s♠❛❧❧
❞♦♠❛✐♥s ✇✐t❤ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ▼♥✴❈♦ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭s❡❡ ❧❡❢t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✷✮✱ ❛s ✇❡
❛r❣✉❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♣❛rt✳
✼✳✸✳✸✳✶ ❉✐✛✉s❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❢ ❈❛❈♦1−x▼♥x●❡2❖6
❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣✐❝t✉r❡
❢♦r ✶❉ ❆❋▼ s♣✐♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ✐♥ ❈❛▼♥●❡2❖6 ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺✳ ❚❤❡❞✐✛✉s❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✇❛s ✜tt❡❞
s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ✇✐t❤ t❤✐s ✶❉ ♠♦❞❡❧✳ ❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t❤❡ ❞✐✛✉s❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❞❛t❛ ❡①tr❛❝t❡❞ ❜②
♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ◆P❉ ♣❛tt❡r♥s ✭❛t ✹✵ ❛♥❞ ✶✵✵❑✮ ❢♦r s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ①❂✵✳✺✱ ✵✳✼✺✱
✵✳✽✼✺ ❛♥❞ ✶ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✸✳ ■t ✐s ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ t❤❛t ❛♣♣❛r❡♥t ❞✐✛✉s❡ s❝❛tt❡r✐♥❣✱
❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ s❤♦rt r❛♥❣❡ ♦r❞❡r✐♥❣ s♣✐♥s✱ ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ①❂✵✳✽✼✺✱ s✐❣♥❛❧✐♥❣ ❜② ❜r♦❛❞
♣❡❛❦ ❛t ❛r♦✉♥❞ ✷θ❂✸✵➦✳ ❚❤✐s ❝❤❛r❛❝t❡r ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❛t ♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6✳ ❋♦r s❛♠♣❧❡
①❂✵✳✼✺✱ t❤✐s ❢❡❛t✉r❡ ✐s r❡❛❧❧② r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ❢♦r s❛♠♣❧❡s ✇✐t❤ ▼♥ ❝♦♥t❡♥t ✇✐t❤ ①≤✵✳✻✷✺✱ ✐t ✐s ♥♦t
♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛♥②♠♦r❡✳ ✭✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ t❤❡ ❞✐✛✉s❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❢♦r ①❂✵✳✺ ✐s s❤♦✇♥ ❛s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✮✳
✼✳✸✳✹ ❇✐❧✐♥❡❛r ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t
❚❤❡ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛t❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ✐♥ ❈❛❈♦●❡2❖6 ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡♣♦rt
t❤❛t ✐t ❛❞♦♣ts ♠❛❣♥❡t✐❝ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣ ❈✷✬✴❝✬ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❜✐❧✐♥❡❛r ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❡ tr✉❡ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣ Pc✷1✴❝ ✇❤✐❝❤ ❛❝t✉❛❧❧② ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❜✐❧✐♥❡❛r
♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t✱ t❤❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ ❜✐❧✐♥❡❛r ▼❊ ❡✛❡❝t t♦ ❝♦♥✜r♠ ♦✉r
❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✳ ■♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ✭▼❊✮ ❛♥❞
❛♣♣r❡❝✐❛t❡❞ t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢ ❛ s②st❡♠✳ ❇② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ▼❊ ✇❡
❦♥♦✇ t❤❛t ❛ t✇♦✲r❛♥❦ t❡♥s♦r ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥❞
♠❛❣♥❡t✐❝ t❡r♠s✳ ▼♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤✐s ❧✐♥❡❛r ▼❊ ❡✛❡❝t ✐♥ ❈❛▼♥●❡2❖6
❛♥❞ ❈❛▼♥❙✐2❖6 ❛s ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺ ❛♥❞ ✻✳ ❆❝t✉❛❧❧② t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ❛r✐s❡ ✐❢ t❤❡
t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦♥t❛✐♥s t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ❊❍❍ ♦r ❍❊❊✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ✇❤❛t t❤❡②
♠❡❛♥ ❜② t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧✳
❆ ❝♦♥❝✐s❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❋ ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿❬✶✸❪
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✽✿ ❖❜s❡r✈❡❞ ✭s②♠❜♦❧s✮ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✭❧✐♥❡✮ ♣♦✇❞❡r ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s
❢♦r ❈❛❈♦1−x▼♥x●❡2❖6✭①❂✵✳✷✺✱ ✵✳✺✱ ✵✳✻✷✺✮ ❛t ✷ ❑✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ t✐❝❦ ♠❛r❦s s❤♦✇ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
r❡✢❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛r r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❜❧✉❡ t✐❝❦ ♠❛r❦s✳ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♠❛r❦❡❞
✐♥ r❡❞ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ❈❛●❡❖3 ✐♠♣✉r✐t② ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✾✿ ❖❜s❡r✈❡❞ ✭s②♠❜♦❧s✮ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✭❧✐♥❡✮ ♣♦✇❞❡r ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s
❢♦r ❈❛❈♦1−x▼♥x●❡2❖6✭①❂✵✳✼✺✱ ✵✳✽✼✺✱ ✶✮ ❛t ✷ ❑✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ ❛♥❞ ♣✉r♣❧❡ t✐❝❦ ♠❛r❦s s❤♦✇ t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛r r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❜❧✉❡ t✐❝❦ ♠❛r❦s✳ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s
♠❛r❦❡❞ ✐♥ r❡❞ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ❈❛●❡❖3 ✐♠♣✉r✐t② ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✵✿ ❊✛❡❝t✐✈❡ ♠♦♠❡♥t✱ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s♣✐♥✲♦♥❧② ♦r❞❡r❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ❛♥❞ r❡✜♥❡❞
♦r❞❡r❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ✈s ①✳
❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✶✿ ✭❛✮ ■♥t❡♥s✐t✐❡s ♦❢ ✭✵✵✵✮ ❛♥❞ ✭✲✶✶✵✮ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❦✶✱ ❛♥❞
✭❜✮ ✭✵✵✶✮ ❛♥❞ ✭✲✶✶✶✮ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❦✷ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② ◆P❉✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ①❂✵✳✼✺✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✷✿ ✷✲❦ ✈❡❝t♦r ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ❢♦r s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ①❂✵✳✼✺✳ ✭❧❡❢t✮ ❚✇♦ t②♣❡s ♦❢ ❞♦✲
♠❛✐♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❦ ✈❡❝t♦rs ❀✭♠✐❞❞❧❡✮ ▼❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ❢♦r ❦✶ ❛♥❞ ❦✷ ✈❡❝t♦rs❀ ✭r✐❣❤t✮ ❚❤❡
♠♦❞✉❧❛t❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡✳
❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✸✿ ❉✐✛✉s❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ◆P❉ ❞❛t❛ ❢♦r ❈❛❈♦1−x▼♥x●❡2❖6 ✭①❂✵✳✺✱ ✵✳✼✺✱
✵✳✽✼✺✱ ✶✮✳
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F = F0 − αikEiHk −
1
2
βijkEiHjHk −
1
2
γijkHiEjEk. ✭✼✳✷✮
❋r♦♠ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ Pi ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ▼i ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✿
Pi = αikHk +
1
2
βijkHjHk + γjikHjEk ✭✼✳✸✮
Mi = αkiEk + βjikEjHk +
1
2
γijkEjEk ✭✼✳✹✮
❚❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠ ✐♥ ✼✳✸ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②
❜❡❝❛✉s❡ χeik❂
Pi
Ek
✳ ❚❤❡ t❡♥s♦rs βijk ❛♥❞ γijk ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥ t❤❡✐r ❧❛st t✇♦ ✐♥❞✐❝❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤❡ t❡♥s♦r βijk ❤❛s s✐♠✐❧❛r ❢♦r♠ ❛s t❤❡ ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ t❡♥s♦r ✇❤✐❧❡ t❡♥s♦r γijk ❤❛s t❤❡ s✐♠✐❧❛r
❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛s t❤❡ ♣✐❡③♦♠❛❣♥❡t✐❝ t❡♥s♦r✳ ❆❧❧ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣s t❤❛t ❛❧❧♦✇ t❤❡ t❡r♠s
❊❍❍ ❛♥❞ ❍❊❊ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✶✳✺✳✽✳✸
✐♥ ❘❡❢✳ ❬✶✸❪✱ ❇② ❧♦♦❦✐♥❣ ✉♣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣ ✷✬✴♠✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤✐s ❣r♦✉♣ ❛❧❧♦✇s ♦♥❧②
t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ❍❊❊✳ ■t ♠❡❛♥s t❤❛t ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤ t❤❡s❡ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣ ♣♦ss❡ss ♦♥❧②
♦♥❡ t❡♥s♦r ♦❢ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②✱ ✐✳❡✳ t❤❡ t❡♥s♦r γijk ♦❢ t❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ▼❊ ❡✛❡❝t✳ ❚❤❡
♠❛tr✐① ❢♦r♠ ♦❢ γijk t❡♥s♦r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿
γijk =


γ11 γ12 γ13 0 γ15 0
0 0 0 γ24 0 γ26
γ31 γ32 γ33 0 γ35 0

 ✭✼✳✺✮
❚❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛r ▼❊ ❡✛❡❝t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❍❊❊ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❨❋❡5❖12✭✇✐t❤
♠❛❣♥❡t✐❝ ♣♦✐♥t ❣r♦✉♣ ✲✸♠✬✮ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ♣✉❧s❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞❬✶✹❪✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❜❛s❡❞ ♦♥
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❡❧❡❝tr✐❝ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t② ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
t❤✐s ▼❊ ❡✛❡❝t ♦♥ ❨❋❡5❖12✳❬✶✺❪ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ❜♦t❤ t❤❡s❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞
♦♥ ❛ ♣❧❛t❡❧❡t s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧✱ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✇❡ ❞♦♥♦t ❤❛✈❡✳ ❆❧❧ ❛tt❡♠♣ts ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❜✐❧✐♥❡❛r
♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ ❈❛❈♦●❡2❖6 ❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❝✉rr❡♥t
✉♥❞❡r ❡✐t❤❡r ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ♦r ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ ✇✐t❤ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ❛♥❞ ♣❛r❛❧❧❡❧
❍ ❛♥❞ ❊ ✜❡❧❞s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱s✉♣♣♦rt✐♥❣ ♦✉r ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ s②♠♠❡tr②✳
✼✳✸✳✺ ▼❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❈❛▼♥0.5◆✐0.5●❡2❖6 ❛♥❞ ❈❛❈♦0.5◆✐0.5●❡2❖6
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇✐t❤ ❈❛❈♦1−x▼♥x●❡2❖6✱ t❤❡ ❞❝ ♠❛❣✲
♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❈❛▼♥0.5◆✐0.5●❡2❖6 ❛♥❞ ❈❛❈♦0.5◆✐0.5●❡2❖6 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤
❩❋❈ ❛♥❞ ❋❈ ♣r♦❝❡❞✉r❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✹ ✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣✲
t✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❈❛▼♥0.5◆✐0.5●❡2❖6 ✱ ❛ ❧❛r❣❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❩❋❈ ❛♥❞ ❋❈ ❝✉r✈❡s ❜❡❧♦✇ ✺✵❑ ❛s
✇❡❧❧ ❛s ❛ ❝✉s♣ ❛t ✶✷❑ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛r❧② s❡❡♥✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❛♥♦♠❛✲
❧♦✉s ♠❛❣♥❡t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❈❛▼♥x❈♦1−x●❡2❖6✭①❂✵✳✷✺✱✵✳✺✱ ✵✳✻✷✺✱ ✵✳✼✺✱ ✵✳✽✼✺✱ ✶✮✳
❆♥❞ t❤❡ ❝✉s♣ ❛t ✶✷❑ r❡✢❡❝ts t❤❡ ❆❋▼ ♠❛❣♥❡t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐♥ ❈❛▼♥0.5◆✐0.5●❡2❖6✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❈❛❈♦0.5◆✐0.5●❡2❖6 ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛ t②♣✐❝❛❧ ❆❋▼ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛t ❛r♦✉♥❞ ✷✵❑✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
♦❢ ✈❡r② s❤❛r♣ ♣❡❛❦✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✹ ✭❜✮✳ ◆♦ ♦❜✈✐♦✉s ❜✐❢✉r❝❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✹✿ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ✭❩❋❈ ❛♥❞ ❋❈✮ ♦❢
❈❛▼♥0.5◆✐0.5●❡2❖6 ✉♥❞❡r ❡①t❡r♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ✵✳✵✶❚✳ ✭❜✮ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t
♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❈❛❈♦0.5◆✐0.5●❡2❖6 s❡r✐❡s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ✵✳✵✶❚✳
❩❋❈ ❛♥❞ ❋❈ ❝✉r✈❡s✳
✼✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥
❚❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❈❛❈♦1−x▼♥x●❡2❖6 s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ♠♦❞✐✜❡❞✱ ❛♥❞ ❛❧❧ str✉❝t✉r❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦✐♥❝✐❞❡♥t❛❧❧② ❝❤❛♥❣❡ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ▼♥ ❝♦♥t❡♥t✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r s♦♠❡ ❢❡❛t✉r❡s ♦❢
t❤❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❈❛▼●❡2❖6 ♣②r♦①❡♥❡s ✇❤❡r❡ ▼❂▼♥2+✱ ❋❡2+✱ ❈♦2+✱ ◆✐2+✱ ❈✉2+✱ ❩♥2+✳ ❆♠♦♥❣
t❤❡♠✱ ❛s ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t ♦♥❧② ❈❛❈✉●❡2❖6 ❝r②st❛❧❧✐③❡s ✐♥t♦ P✷1✴❝ s②♠♠❡tr②✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
✇❡ ❡①♣❡❝t s♦♠❡ ❝♦♠♠♦♥ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ t❤✐s s❡r✐❡s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❁▼✲❖❃ ❞✐st❛♥❝❡s ✐♥
❈❛▼●❡2❖6 ♣②r♦①❡♥❡s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♦♥✐❝ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ▼ ❝❛t✐♦♥✱ ❛ss✉♠✐♥❣
t❤❡ ♦①②❣❡♥ ✐♦♥✐❝ r❛❞✐✉s t♦ ❜❡ ✶✳✹➴✳ ❚❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❈❛❋❡●❡2❖6 ✐s t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❘❡❢✳
❬✹❪✳ ❚❤❡s❡ r❛❞✐✐ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✼✳✺ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤♦s❡ ♦❢ ❙❤❛♥♥♦♥❬✶✻❪✳ ■t ✐s ❛♣♣❛r❡♥t t❤❛t
t❤❡ ▼ ❝❛t✐♦♥ r❛❞✐✐ ✐♥ ❝❧✐♥♦♣②r♦①❡♥❡s ❛r❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❙❤❛♥♥♦♥ r❛❞✐✐✱ ✇❤✐❝❤
✇❡r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ♦①✐❞❡s ❛♥❞ ✢✉♦r✐❞❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❛r❡ ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♠❛♥② s✐❧✐❝❛t❡
♣②r♦①❡♥❡s❬✶✶❪✳ ❚❤✐s ❢❛❝t r❡✢❡❝ts t❤❛t t❤❡ ▼✲❖ ❜♦♥❞✐♥❣ ✐♥ ♣②r♦①❡♥❡s ✐s ♠♦r❡ ❝♦✈❛❧❡♥t t❤❛♥
t❤❛t ✐♥ s♦♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♦①✐❞❡s✳ ❚❤❡ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❁▼✲❖❃✴❁❈❛✲❖❃ ✈s t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
✐♦♥✐❝ r❛❞✐✐ ✐♥ ❈❛▼●❡2❖6 ♣②r♦①❡♥❡s ✇❤❡r❡ ▼❂▼♥2+✱ ❋❡2+✱ ❈♦2+✱ ◆✐2+✱ ❈✉2+✱ ❩♥2+ ②✐❡❧❞s
♥❡❛r❧② ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✺✳ ❚❤✉s✱ t❤✐s ❡✛❡❝t✐✈❡ r❛❞✐✉s ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡
✉s❡❢✉❧ ✐♥ ❡①♣❧♦r✐♥❣ str✉❝t✉r❛❧ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❝❛t✐♦♥ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♥ ♣②r♦①❡♥❡s✳
❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❈❛❈♦1−x▼♥x●❡2❖6 ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✻
✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② r✐❝❤ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❆❧❧ s❛♠♣❧❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ▼♥ ✉♥❞❡r❣♦ t✇♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❤❛s❡
tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦♥❡ ❛t ❚N ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ❆❋▼ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ t❤❡
❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛t ❚♠ ♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t✐♥② ❛♠♦✉♥t ♦❢
✐♠♣✉r✐t② ♣❤❛s❡ ✭▼♥✱❈♦✮✸❖✹ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❜❡ s❡❡♥ ❜② ❳❘❉ ♦r ◆P❉✳ ❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t
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❚❛❜❧❡ ✼✳✺✿ ❊✛❡❝t✐✈❡ ✐♦♥✐❝ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ▼ ❝❛t✐♦♥s✳
▼2+ ❊✛✳ ❘❛❞✐✐✭➴✮ ❙❤❛♥♥♦♥✭➴✮ △
▼♥2+ ✵✳✼✽✺ ✵✳✽✸ ✵✳✵✹✺
❋❡2+ ✵✳✼✸✾ ✵✳✼✽ ✵✳✵✹✶
❩♥2+ ✵✳✼✷✼ ✵✳✼✹ ✵✳✵✶✸
❈♦2+ ✵✳✼✶✻ ✵✳✼✹✺ ✵✳✵✷✾
◆✐2+ ✵✳✻✽✾ ✵✳✻✾ ✵✳✵✵✶
❈✉2+ ✵✳✻✺✾ ✵✳✻✺ ✲✵✳✵✵✾
❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✺✿ ❚❤❡ r❛❞✐♦ ♦❢ ❁▼✲❖❃✴❁❈❛✲❖❃ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♦♥✐❝ r❛❞✐✉s ♦❢ ❈❛▼●❡2❖6
♣②r♦①❡♥❡s ✇❤❡r❡ ▼❂▼♥2+✱ ❋❡2+✱ ❈♦2+✱ ◆✐2+✱ ❈✉2+✱ ❩♥2+✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✻✿ ▼❛❣♥❡t✐❝ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❈❛❈♦1−x▼♥x●❡2❖6✭①❂✵✱ ✵✳✷✺✱ ✵✳✺✱
✵✳✻✷✺✱ ✵✳✼✺✱ ✵✳✽✼✺✱ ✶✮✳
t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ❚♠ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ▼♥ ❝♦♥t❡♥t ✐♥ ❈❛❈♦1−x▼♥x●❡2❖6✱ s✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r
❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✭▼♥✱❈♦✮✸❖✹✳ ❬✶✽❪
❆t ❈♦ r✐❝❤ s✐❞❡ ✇✐t❤ ✵❁①≤ 0.625✱ ❜❡❧♦✇ ❚N s❛♠♣❧❡s ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡
✇✐t❤ t❤❡ ❤♦st ❝♦♠♣♦✉♥❞✱ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❦✶❂✭✶✱✵✱✵✮✳ ❚❤❡ r❡✲
❞✉❝❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ❛s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ▼♥ ❝♦♥t❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
❝❤❡♠✐❝❛❧✲s✉❜st✐t✉t✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ s♣✐♥ ❞✐s♦r❞❡r✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❤❛✐♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♥❡❛r❡st
♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✈❛r② ❜❡t✇❡❡♥ ✰❏ ❛♥❞ ✲❏ ❞✉❡ t♦ s♣✐♥s ♦❢ ❈♦✲❈♦ ♦r❞❡r ✐♥ ❋▼ ❛♥❞ t❤❡
s♣✐♥s ♦❢ ▼♥✲▼♥ ❛r❡ ❆❋▼✳
❲❡ t✉r♥ t♦ ▼♥ r✐❝❤ s✐❞❡ ✇✐t❤ ①≥✵✳✽✼✺ ❞✐✛✉s❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ♦❜s❡r✈❡❞ ❥✉st ❛❜♦✈❡ ❚◆
❡✈✐❞❡♥❝❡s t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ✶❉ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✜tt❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✺ ❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❈❛▼♥●❡2❖6✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤✐s ✶❉ s❤♦rt r❛♥❣❡ ♦r❞❡r
✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❢r✉str❛t✐♦♥ ✐♥ ✸❉ s♣✐♥ ♦r❞❡r❡❞ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♠❛❣✲
♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡s ♦❢ s❛♠♣❧❡s ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t♦ ❜❡ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧② ❛rr❛♥❣❡❞ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝
❝❤❛✐♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s✐♠✐❧❛r ✇✐t❤ ❈❛▼♥●❡2❖6✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✇✐t❤✐♥ ❛ ✈❡r② ♥❛rr♦✇ r❛♥❣❡ ♦❢ ▼♥ ❝♦♥t❡♥t✱ s❛♠♣❧❡s s✉❝❤ ❛s ①❂✵✳✼✺
❤❛✈❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ st❛t❡✳ ❆ str✐❦✐♥❣ r❡s✉❧t ✐s t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤
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①❂✵✳✼✺ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ✈❡❝t♦rs ❦✶ ❛♥❞ ❦✷✳ ❚✇♦ ❤②♣♦t❤❡s❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
str✉❝t✉r❡ ❡♠❡r❣❡ ❤❡r❡✿ ✭✐✮ ❛ ❞♦✉❜❧❡✲❦ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s str✉❝t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❛♠♣❧❡✱ ♦r ✭✐✐✮ t❤❡
s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ t②♣❡s ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❞♦♠❛✐♥s ✇✐t❤ s❧✐❣❤t❧②
❞✐✛❡r❡♥t ▼♥✴❈♦ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ♦♥❡ ✇✐❧❧ ❜❡ r✉❧❡❞ ♦✉t ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♥♦t ♣❤②s✐❝❛❧✿ ✐❢ ✐t
❤♦❧❞s✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♠♦♠❡♥t ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❛ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✱ ❛s ✇❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❈♦♥❝❡r♥✐♥❣
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❡❛❦s ❛r❡ ♥♦t ❜r♦❛❞✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡
❞♦♠❛✐♥ s✐③❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t✇♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❤❛s❡s ✐♥❞✐❝❛t❡ t✇♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ t❤✐s s❤♦✉❞
❜❡ r❡✢❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♥s❡ts ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❙✐♥❝❡ ❢♦r s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤
①❂✵✳✻✷✺ ❛♥❞ ①❂✵✳✽✼✺ ❤❛✈❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ ♦r❞❡r✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ❢♦r s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ①❂✵✳✼✺✱ t❤❡
tr❛♥s✐t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❢♦r ❜♦t❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ s♦ ❝❧♦s❡ t❤❛t ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞✐s❝❡r♥
t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ ❛s s❡❡♥ ❢r♦♠ ✜❣✉r❡ ✼✳✷✶✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s ♠♦r❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡✳
✼✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❚❤❡ s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❈❛❈♦1−x▼♥x●❡2❖6 ❤❛s ❜❡❡♥ s②♥t❤❡s✐③❡❞ ✉s✐♥❣ s♦❧✐❞ st❛t❡ r❡❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞
t❤❡✐r ❝r②st❛❧ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ①✲r❛② ❞✐✛r❛❝✲
t✐♦♥✱ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝✲
t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❞❛t❛ s❤♦✇ ❛❧❧ s❛♠♣❧❡s ❝r②st❛❧❧✐③❡❞ ✐♥t♦ ❈✷✴❝ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣✳ ❚❤❡ ✐♥✲s✐t✉
♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ r❡✈❡❛❧s t❤❛t ❛❧❧ s❛♠♣❧❡s r❡t❛✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❡✈❡♥ ❝♦♦❧❡❞ ❞♦✇♥
t♦ ✷❑✳ ❚❤❡ st❡r✐❝ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝r②st❛❧ ❝❤❡♠✐str② ✇❛s ✈❡r✐✜❡❞ ✐♥ t❤✐s s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥✳
❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❈❛❈♦1−x▼♥x●❡2❖6 ✐s r✐❝❤ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ tr❛♥s✐✲
t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ t②♣✐❝❛❧❧② ❜❡❧♦✇ ✷✵❑ ✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❛s ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❆❋▼ tr❛♥s✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
str✉❝t✉r❡✱ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❤❛✐♥s ❢♦r ❈♦
r✐❝❤ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❛♥❞ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧② ♦r❞❡r❡❞ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❤❛✐♥s ❢♦r ▼♥ r✐❝❤ ❝♦♠✲
♣♦✉♥❞s✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ❢♦r s❛♠♣❧❡ ✇✐t❤ ①❂✵✳✼✺ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛s t❤❡ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
t✇♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❞♦♠❛✐♥s ✇✐t❤ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ▼♥✴❈♦ ❝♦♠♣♦s✐✲
t✐♦♥✳✳ ❚r❛♥s✐t✐♦♥ ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡❣✐♠❡ ♣r♦❜❛❜❧② ❛r✐s❡s ❢r♦♠ ✐♠♣✉r✐t② ♣❤❛s❡ ✭▼♥✱❈♦✮✸❖✹✳
■♥ ▼♥✲r✐❝❤ s✐❞❡ ✇❤❡r❡ ❦❂✭✵✱✵✱✵✮✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✶❉ ❆❋▼ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛❜♦✈❡ ❚◆✳ ❚❤✐s s❤♦rt✲
r❛♥❣❡ s♣✐♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❢r✉str❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ tr✐❛♥❣✉❧❛r✲❧✐❦❡ s♣✐♥
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
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❡♥❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧ ❝❛t✐♦♥s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ▼❣✲❜❛s❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣②r♦①❡♥❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
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r❡♣♦rt❡❞ ❛s ✇❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✹✱ ▼❣2+❝❛t✐♦♥ t②♣✐❝❛❧❧② ♦❝❝✉♣✐❡s t❤❡ ▼✶ s✐t❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ▼✷
s✐t❡✱ ❛s ❛ r❡s✉❧t✱ ❞✐✈❛❧❡♥t tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧ ❝❛t✐♦♥s ♦❝❝✉♣② t❤❡ ▼✷ s✐t❡s ✇✐t❤ ✈❡r② ✇❡❛❦ ♠❛❣♥❡t✐❝
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ♠❛❦✐♥❣ s✉❝❤ s②st❡♠s ✐♥❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ❞✐s♣❧❛②✐♥❣ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❍❡♥❝❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ✈❡r② r❛r❡ ❝❤♦✐❝❡s t♦ st✉❞② t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦str✉❝t✉r❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✳ ❚❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ❈❛2+ ❜② ❙r2+♠❛② ❜r✐♥❣ ✐♥ ♥❡✇ ♣❤②s✐❝s ❛♥❞ str✉❝t✉r❛❧ ❝❤❡♠✐str② ✐♥ ♣②r♦①❡♥❡
❢❛♠✐❧② s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❝❛t✐♦♥ r❛❞✐✉s ♦❢ ❙r2+ ✇✐❧❧ ♦❜✈✐♦✉s❧② ♠♦❞✐❢② t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r t❤❡ ❜✲♣❛r❛♠❡t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ t❤❡ ③✐❣③❛❣ ▼✶❖6 ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❝❤❛✐♥s ♠♦r❡ ✐s♦❧❛t❡❞✳
❆♥ ❡♥s✉✐♥❣ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ ✐♥t❡r❝❤❛✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ♥❡✇ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✇✐❧❧ ❜❡
❡①♣❡❝t❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❛s♣❡❝t✱ t❤✐s ♥❡✇ ♣②r♦①❡♥❡ ❢❛♠✐❧② ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♣②r♦①❡♥❡s ✇✐t❤
s❛♠❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧ ❝❛t✐♦♥s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ t❤❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ s②♥t❤❡s✐s✱ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❙r▼●❡2❖6✭▼❂▼♥✱❈♦✮✱ ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛ ♥❡✇ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣②r♦①❡♥❡s✱ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢
♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✱ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❙✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ①✲r❛② ❞✐✛r❛❝t✐♦♥
✐s ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❙r▼♥●❡2❖6✳ ❆ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ s♣✐♥ ♦r❞❡r❡❞ st❛t❡ ✐♥
❙r▼♥●❡2❖6 ✐s ❢♦✉♥❞ ❜❡❧♦✇ ✹✳✺❑ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♥❡✉tr♦♥
❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❞❛t❛✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ❙r▼♥●❡2❖6 ❤❛s ❝②❝❧♦✐❞❛❧ s♣✐♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❜❡❧♦✇ ✹✳✺❑✳
❚❤❡ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝②❝❧♦✐❞❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ❛r❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②
♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ❛ s♣✐♥✲❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❜❡❧♦✇ ❚N ✳
❚❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❙r❈♦●❡2❖6 ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ♠❡t❤♦❞ ❢r♦♠ ♣♦✇❞❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥
❞❛t❛✳ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝♦✐♥❝✐❞❡♥t❛❧❧② r❡✈❡❛❧ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❧♦♥❣✲
r❛♥❣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r ❜❡❧♦✇ ✶✵ ❑✳ ❲❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❙r❈♦●❡2❖6 ✇❤❡r❡
❛ ❋▼ ♦r❞❡r ✇✐t❤✐♥ ❝❤❛✐♥ ✐s ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣
❝❤❛✐♥s✳
✽✳✷ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡t❛✐❧s
✽✳✷✳✶ ❙❛♠♣❧❡ ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥
P♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❙r▼●❡2❖6 ✭▼❂▼♥✱❈♦✮ ✇❡r❡ ♣r❡♣❛r❡❞ ❜② st❛♥❞❛r❞ s♦❧✐❞✲st❛t❡ r❡❛❝t✐♦♥✳ ❆s
st❛rt✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s✱ t❤❡ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝ ♠✐①t✉r❡s ♦❢ r❡❛❣❡♥t✲❣r❛❞❡ ❙r❈❖3✱ ▼♥❖2✱ ❈♦3❖4 ❛♥❞
●❡❖2 ✇❡r❡ ❣r♦✉♥❞ ✐♥ ❛♥ ❛❣❛t❡ ♠♦rt❛r ❛♥❞ ♣r❡ss❡❞ ✐♥t♦ ♣❡❧❧❡ts✳ ❚❤❡ ♣❡❧❧❡ts ♦❢ ❙r▼♥●❡2❖6
✇❡r❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ ❛ ♣❧❛t✐♥✉♠ ❜♦❛t ❛♥❞ ❤❡❛t❡❞ ✐♥ ❛✐r t♦ ✶✶✺✵➦❈ ❛t ✶✵ ➦❈✴♠✐♥✱ t❤❡♥ ❤❡❧❞ ❛t ✶✶✺✵➦❈
❢♦r ✶✵✵ ❤ ❛♥❞ ❝♦♦❧❡❞ ❞♦✇♥ t♦ r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❋♦r ❙r❈♦●❡2❖6✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣❤❛s❡
s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ♣❡❧❧❡ts ✇❡r❡ ❝❛❧❝✐♥❡❞ ✐♥ ❛✐r ❛t ✶✶✵✵➦❈ ❢♦r ✶✵✵ ❤✳
❆s ❛ ❝♦♥❣r✉❡♥t❧② ♠❡❧t✐♥❣ ❝♦♠♣♦✉♥❞✱ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧s ♦❢ ❙r▼♥●❡2❖6 ✇❡r❡ ❣r♦✇♥ ❜② ❝♦♦❧✐♥❣
❛ st♦✐❝❤✐♦♠❡tr✐❝ ♠❡❧t ✉s✐♥❣ s❡❧❢✲✢✉① ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤❡ ❞❛r❦ ❜r♦✇♥ ❝r②st❛❧s ✇✐t❤ ♥❡❡❞❧❡ s❤❛♣❡
✭❛❜♦✉t ✶♠♠ ✐♥ ❧❡♥❣t❤✮ ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♦❧✐♥❣ t❤❡ ♠♦❧t❡♥ s♦❧✉t✐♦♥ ❢r♦♠ ✶✶✺✵➦❈ t♦ r♦♦♠
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
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✽✳✷✳✷ ❳✲r❛② ❛♥❞ ♥❡✉tr♦♥ ♣♦✇❞❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥
❳✲r❛② ♣♦✇❞❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✭❳❘P❉✮ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ ❛ ❉✺✵✵✵❚ ❞✐✛r❛❝t♦♠❡✲
t❡r ❡q✉✐♣♣❡❞ ❜② ♣♦s✐t✐♦♥ s❡♥s✐t✐✈❡ ❞❡t❡❝t♦rs ❛♥❞ ✇✐t❤ ❈✉ ❑α1 r❛❞✐❛t✐♦♥ ✜❧t❡r❡❞ ❜② ❛ ●❡ ✭✶✶✶✮
♣r✐♠❛r② ❜❡❛♠ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t♦r✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② st❡♣✲s❝❛♥♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✷θ r❛♥❣❡ ♦❢
✶✵⑦✾✵➦ ❛t ❛ st❡♣ s✐③❡ ♦❢ ✵✳✵✶✻➦✳
❋♦r ❙r▼●❡2❖6✭▼❂▼♥✱ ❈♦✮✱ ♥❡✉tr♦♥ ♣♦✇❞❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✭◆P❉✮ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ t✇♦✲❛①✐s ❞✐✛r❛❝t♦♠❡t❡r ❉✶❇ ❛t ■♥st✐t✉t ▲❛✉❡ ▲❛♥❣❡✈✐♥ ✭■▲▲✮✱ ❢r♦♠ ✶✳✺ ❑ t♦
r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❋♦r ♥✉❝❧❡❛r str✉❝t✉r❡ r❡✜♥❡♠❡♥t✱ ◆P❉ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛t ✸✵✵ ❑ ✇✐t❤
t❤❡ ✶✳✷✽ ➴ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳ ❋♦r ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♥❡✉tr♦♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✷✳✺✷
➴ ✇❛s ✉s❡❞✱ ✇✐t❤ ❧♦♥❣❡r ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥s ❛t ✷ ❑✱ ✶✺ ❑✱ ✸✵ ❑✱ ✶✵✵ ❑ ❛♥❞ ✸✵✵ ❑ ❛♥❞ ❛ s❧♦✇ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ r❛♠♣ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✳✼ ❑ ❛♥❞ ✸✵✵ ❑ ♦♥ ❤❡❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✇❛s ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞✳ ❇♦t❤ ❳❘P❉
❛♥❞ ◆P❉ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❜② t❤❡ ❘✐❡t✈❡❧❞ ♠❡t❤♦❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋✉❧❧♣r♦❢ s✉✐t❡ ♣r♦❣r❛♠s❬✶✵❪✳
✽✳✷✳✸ ❙✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ①✲r❛② ❞✐✛r❛❝t✐♦♥
❙✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ①✲r❛② ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r ❙r▼♥●❡2❖6 ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡ ♦♥ ❑❛♣♣❛ ❈❈❉ ❞✐✛r❛❝t♦♠❡t❡r ✉s✐♥❣ ❆❣ ❑α✶ r❛❞✐❛t✐♦♥ ✭✵✳✺✻✵✽✼ ➴✮✳ ❋✐rst ❛ ♣r♦♣❡r s✐♥❣❧❡
❝r②st❛❧ ✇✐t❤ ♥❡❡❞❧❡ s❤❛♣❡ ✇❛s s❡❧❡❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♠✐❝r♦s❝♦♣❡ ✇✐t❤ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ❧✐❣❤t✳ ❚❤❡♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡
❝r②st❛❧ ✇❛s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡ t♦♣ ♦❢ q✉❛rt③ ✜❜❡r ✇❤✐❝❤ ✇❛s t❤❡♥ ✜①❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣♦♥✐♦♠❡t❡r ❤❡❛❞ ❢♦r
❝❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❝r②st❛❧✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉♣ t♦ θ❂✸✵✳✵➦ ❜② r♦t❛t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ω✲
❛♥❞ φ✲❛①✐s ✇✐t❤ ❛ st❡♣ s✐③❡ ♦❢ ✵✳✺➦ ❛t ❛ s♣❡❡❞ ♦❢ ✷✵s✴➦✳ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①
❛♥❞ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❉✐r❛①❬✺❪✱ t❤❡♥ ❊✈❛❧❈❈❉ ✇❛s ✉s❡❞ ❢♦r ❞❛t❛
r❡❞✉❝t✐♦♥❬✻❪✳ ❚❤❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ✉s✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠ ❙❆❉❆❇❙❬✽❪✳ ❙tr✉❝t✉r❡
s♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤ ♣r♦❣r❛♠ ❙■❘✾✼❬✼❪ ✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② str✉❝t✉r❡
r❡✜♥❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❙❍❊▲❳▲✲✾✼❬✾❪✳
✽✳✷✳✹ ▼❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❙◗❯■❉ ♠❛❣♥❡t♦♠❡✲
t❡r ✭◗✉❛♥t✉♠ ❉❡s✐❣♥✱ ▼❛❣♥❡t✐❝ Pr♦♣❡rt② ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❙②st❡♠✮✳ ❚❤❡ ❞❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐✲
❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉♥❞❡r ❜♦t❤ ③❡r♦ ✜❡❧❞ ❝♦♦❧❡❞ ✭❩❋❈✮ ❛♥❞ ✜❡❧❞ ❝♦♦❧❡❞ ✭❋❈✮
♣r♦❝❡❞✉r❡s ♦✈❡r t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✷ ❑ ❛♥❞ ✸✺✵ ❑ ✐♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ♦❢ ✵✳✵✶✱
✵✳✶✱ ✶ ❛♥❞ ✺ ❚ ❢♦r ❙r▼♥●❡2❖6✱ ♦❢ ✵✳✵✶ ❛♥❞ ✵✳✶ ❚ ❢♦r ❙r❈♦●❡2❖6✳ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❤②st❡r❡s✐s ❧♦♦♣s
❜❡t✇❡❡♥ ✲✼❚ ❛♥❞ ✼ ❚ ✇❡r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✵ ❛♥❞ ✾✵❑ ❢♦r ❙r▼♥●❡2❖6✳ ❋♦r ❙r❈♦●❡2❖6✱
t❤❡ ✜❡❧❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✷ ❑ ❛♥❞ ✺✵ ❑ ♦✈❡r ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞ r❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✵ t♦ ✼ ❚✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ❝✉rr❡♥t ✭❛❝✮ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❙r▼♥●❡2❖6 ✇❛s ❛❧s♦ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t
✜①❡❞ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦❢ ✶✱ ✷✺✵✱ ❛♥❞ ✺✵✵❍③ ♦✈❡r t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✷❑≤ T ≤ ✶✵✵❑✳ ❆ ❞r✐✈❡
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ✷ ❖❡ ✇❛s ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❛❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳
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✽✳✷✳✺ ❙♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
❍❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✐♥❣ ❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦♥ ❛ ◗✉❛♥t✉♠ ❉❡s✐❣♥
P❤②s✐❝❛❧ Pr♦♣❡rt② ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❙②st❡♠ ✭PP▼❙✮✳ ❋♦r ❙r▼♥●❡2❖6✱ t❤❡ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ✇❛s
♠❡❛s✉r❡❞ ❢r♦♠ ✷ t♦ ✷✺✵❑ ✉♥❞❡r ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ♦❢ ✵❚ ❛♥❞ ✽❚✳ ❚❤❡ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t②
♦❢ ❙r❈♦●❡2❖6 ✇❛s r❡❝♦r❞❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✷✲✸✵✵❑ ✇✐t❤♦✉t ❡①t❡r♥❛❧ ✜❡❧❞✳ ❋♦r
❛❧❧ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ♣❡❧❧❡t✐③❡❞ s❛♠♣❧❡ ✇❛s ♠♦✉♥t❡❞ ♦♥ s❛♠♣❧❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✇✐t❤ ❆♣✐❡③♦♥
◆✲❣r❡❛s❡ ✭❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✮ ❢♦r ❜❡tt❡r t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥t❛❝t✳
✽✳✷✳✻ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❙r▼♥●❡2❖6 ❜② ♠❡❛s✉r✲
✐♥❣ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t ✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s ❡①t❡r♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ✭✵ ❚✱ ✷ ❚✱ ✹ ❚✱ ✻ ❚✱ ✽ ❚✮✳ ■♥
♦r❞❡r t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ♦❢ s❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❛s ✜rst s✐♥t❡r❡❞ ❜② ❤❡❛t✐♥❣ ❛
♣r❡ss❡❞ ♣❡❧❧❡t ❛t ✺✵✵➦❈ ❢♦r ✷✵ ❤♦✉rs✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣❡❧❧❡t ✇❛s ❝♦❛t❡❞ ✇✐t❤ s✐❧✈❡r ❡♣♦①② ♦♥ ❜♦t❤
s✐❞❡s t♦ ♠❛❦❡ ❝♦♥❞✉❝t✐♥❣ ❡❧❡❝tr♦❞❡s✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜❡❢♦r❡
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t ❜② ❝♦♦❧✐♥❣ ❞♦✇♥ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❢r♦♠ ✺✵ ❑ t♦ ✷ ❑ ✇✐t❤
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❜♦t❤ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❊ ♦❢ ➧✺✶✷ ❑❱✴♠ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ µ0❍ ♦❢ ✽ ❚✳
❆t ✷❑✱ t❤❡ ♣♦❧✐♥❣ ✜❡❧❞s ✇❡r❡ r❡♠♦✈❡❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ✇❛s ❤❡❛t❡❞ ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t r❛t❡ ♦❢ ✸
❑✴♠✐♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t ❝✉r✈❡s ✉♥❞❡r ✈❛r✐♦✉s ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s ✇❡r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ✉s✐♥❣
❛ ❑❡✐t❤❧❡② ✻✺✶✹ ❡❧❡❝tr♦♠❡t❡r✳ ❊❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t✳
✽✳✸ ❘❡s✉❧ts ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
✽✳✸✳✶ ❈r②st❛❧ str✉❝t✉r❡
✽✳✸✳✶✳✶ ❈r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❢♦r ❙r▼♥●❡2❖6 ❛♥❞ ❙r❈♦●❡2❖6
❇② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ①✲r❛② ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ♦♥ ❛ ❙r▼♥●❡2❖6 s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧✱ ✇❡
❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ s♦❧✈❡ ✐ts ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t♦ r❡✜♥❡ ✐t✳ ❳❘❉ ❞❛t❛ ♦❢ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ✇❡r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❣❧❡ ♦❢ θ❂✸✵✳✵➦✳ P❛tt❡r♥s ✇✐t❤ ✶✷✷✼✽ r❡✢❡❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ✲
✶✽≤❤≤✶✽✱ ✲✶✹≤❦≤✶✻ ❛♥❞ ✲✾ ≤❧≤✾✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡♠✱ ✶✺✹✹ ✇❡r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡✢❡①✐♦♥s✱ ✇✐t❤ ✶✸✶✽
♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥❡s ✭■ ❃ ✷σv✭■✮✮✳ ❚❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❙r▼♥●❡2❖6 ✇❛s s♦❧✈❡❞ ❜② ❙■❘✾✼✳ ■t t✉r♥s
♦✉t t❤❛t ❙r▼♥●❡2❖6 ❝r②st❛❧❧✐③❡s ✐♥t♦ ♠♦♥♦❝❧✐♥✐❝ ❈✷✴❝ s②♠♠❡tr② ✇✐t❤ ❧❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿
❛❂✶✵✳✸✺✭✶✮➴✱ ❜❂✾✳✹✷✭✶✮➴✱ ❝❂✺✳✺✶✭✶✮➴✱ β❂✶✵✹✳✻✼✭✶✮➦✳ ❚❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t♦♠✐❝ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞
t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ t❤❡r♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✽✳✶✳
❚❤❡ ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❙r▼♥●❡2❖6 s❛♠♣❧❡ ✐s ❞❛r❦ ❜r♦✇♥ ✐♥ ❝♦❧♦r ✇❤✐❝❤ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢
❈❛▼♥●❡2❖6✳ ❆ st❛rt✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❢♦r str✉❝t✉r❛❧ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ ♣♦✇❞❡r ❳❘❉✱ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠
s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣♦✇❞❡r ❳❘❉ ❞❛t❛ ✇❡r❡ t❤✉s r❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❘✐❡t✈❡❧❞ ♠❡t❤♦❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ❋✉❧❧♣r♦❢ ♣r♦❣r❛♠❬✶✵❪✳ ❚❤❡ r❡✜♥❡❞ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤♦s❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❢r♦♠ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ❳❘❉ ✭♥♦t s❤♦✇♥ ❤❡r❡✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡✱ t❤❡
◆P❉ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇✐t❤ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✶✳✷✽➴ ✇❡r❡ r❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡
196
Chapter 8: SrMGe2O6(M=Mn, Co): a new family of pyroxenes
❚❛❜❧❡ ✽✳✶✿ ❆❣r❡❡♠❡♥t ❢❛❝t♦rs ❛♥❞ r❡✜♥❡❞ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❙r▼♥●❡2❖6 ❛t ✸✵✵❑✳ ◆♦t❡✿
❳❘❉✲s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ❳❘❉ ❛t ❘❚❀ ◆P❉✲♥❡✉tr♦♥ ♣♦✇❞❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❛t ❘❚✳
◆❛♠❡ ▼❡t❤♦❞ P♦s✐t✐♦♥ ① ② ③ ❇✭➴2✮
❙r ❙❈✲❳❘❉ ✹❡ ✵✳✵ ✵✳✸✵✽✶✹✭✸✮ ✵✳✷✺ ✵✳✷✵✷✭✶✮
◆P❉ ✹❡ ✵✳✵ ✵✳✸✵✾✹✭✻✮ ✵✳✷✺ ✵✳✾✭✶✮
▼♥ ❙❈✲❳❘❉ ✹❡ ✵✳✵ ✵✳✾✵✼✵✼✭✹✮ ✵✳✷✺ ✵✳✶✻✷✭✷✮
◆P❉ ✹❡ ✵✳✵ ✵✳✾✵✺✭✶✮ ✵✳✷✺ ✵✳✸✭✷✮
●❡ ❙❈✲❳❘❉ ✽❢ ✵✳✷✽✷✹✼✭✷✮ ✵✳✵✾✺✶✹✭✷✮ ✵✳✷✶✼✾✽✭✹✮ ✵✳✶✷✾✭✷✮
◆P❉ ✽❢ ✵✳✷✽✷✵✭✸✮ ✵✳✵✾✻✺✭✸✮ ✵✳✷✷✵✶✭✻✮ ✵✳✸✵✭✻✮
❖✶ ❙❈✲❳❘❉ ✽❢ ✵✳✶✶✶✵✭✷✮ ✵✳✵✽✼✵✭✷✮ ✵✳✶✸✾✵✭✸✮ ✵✳✶✽✻✭✶✮
◆P❉ ✽❢ ✵✳✶✶✶✵✾✭✹✮ ✵✳✵✽✷✽✭✺✮ ✵✳✶✸✾✹✭✽✮ ✵✳✼✷✭✽✮
❖✷ ❙❈✲❳❘❉ ✽❢ ✵✳✸✺✼✺✭✷✮ ✵✳✷✺✹✷✭✷✮ ✵✳✸✶✺✾✭✸✮ ✵✳✷✼✹✭✷✮
◆P❉ ✽❢ ✵✳✸✺✺✾✭✹✮ ✵✳✷✺✺✶✭✹✮ ✵✳✸✶✺✺✭✽✮ ✵✳✼✶✭✽✮
❖✸ ❙❈✲❳❘❉ ✽❢ ✵✳✸✺✸✺✭✷✮ ✵✳✵✷✶✽✭✷✮ ✵✳✾✽✵✼✭✸✮ ✵✳✶✾✶✭✶✮
◆P❉ ✽❢ ✵✳✸✺✸✵✭✸✮ ✵✳✵✷✶✺✭✺✮ ✵✳✾✽✷✼✭✾✮ ✵✳✸✻✭✽✮
❙❈✲❳❘❉✿ ❛❂✶✵✳✸✺✭✶✮➴✱ ❜❂✾✳✹✷✭✶✮➴✱ ❝❂✺✳✺✶✭✶✮➴✱ β❂✶✵✹✳✻✼✭✶✮➦
◆P❉✿ ❛❂✶✵✳✸✺✶✶✭✻✮➴✱ ❜❂✾✳✹✷✵✹✭✺✮➴✱ ❝❂✺✳✺✵✾✸✭✸✮➴✱ β❂✶✵✹✳✼✵✵✭✷✮➦
◆P❉✿ ❘♣❂✸✳✻✾✱ ❘✇♣❂✹✳✾✵✱ ❘❡①♣❂✵✳✺✵✱ ❈❤✐2❂✾✼✳✾✱ ❘Bragg❂✺✳✾✻
st❛rt✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❋♦r ❜♦t❤ ❳❘P❉ ❛♥❞ ◆P❉ r❡✜♥❡♠❡♥ts✿ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ✇❛s ♠♦❞❡❧❧❡❞ ❜② ❛
❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ s❡❧❡❝t❡❞ ♣♦✐♥ts❀ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ♣❛tt❡r♥✱ t❤❡ ❚❤♦♠s♦♥✲❈♦①✲
❍❛st✐♥❣s ♠♦❞❡❧❬✶✸❪ ✇❛s ❡♠♣❧♦②❡❞❀ ❧♦✇ ❛♥❣❧❡ ♣❡❛❦ ❛s②♠♠❡tr② ✇❛s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✉s✐♥❣
t❤❡ ❇❡r❛rt✲❇❛❧❞✐♥♦③③✐ ♠♦❞❡❧❬✶✹❪✳ ❆ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥ ✐♠♣✉r✐t② ♣❤❛s❡ ✇❛s ❞❡t❡❝t❡❞
❜✉t ❞❡s♣✐t❡ ♠❛♥② ❡✛♦rts✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡
r❡✜♥❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ◆P❉ r❡✜♥❡♠❡♥t r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ❳❘❉ r❡s✉❧ts✱
❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✽✳✶✳ ❚❛❜❧❡ ✽✳✷ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ✐♥t❡r❛t♦♠✐❝ ❞✐st❛♥❝❡s✱ ❜♦♥❞ ❛♥❣❧❡s ❛♥❞
❜♦♥❞ ✈❛❧❡♥❝❡ s✉♠s❬✶✺❪ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ◆P❉ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ r❡✜♥❡♠❡♥t ♣❧♦ts ♦❢ ❳❘P❉ ❛♥❞ ◆P❉
❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❚❤❡ ❝♦❧♦r ♦❢ ❙r❈♦●❡2❖6 ♣♦✇❞❡r ✐s ❧✐❣❤t ♣✐♥❦✳ ■ts ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠
①✲r❛② ♣♦✇❞❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❉✐❝✈♦❧ ♣r♦❣r❛♠❬✶✶❪✱ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❋✉❧❧♣r♦❢ s✉✐t❡✱ ✇❛s ✉s❡❞
t♦ ✐♥❞❡① ♣❡❛❦s ❛♥❞ ❡①tr❛❝t t❤❡ ♣❡❛❦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ♣♦✇❞❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ✭❳❘P❉✮✳
❆ ▲❡❜❛✐❧ ✜t ✇❛s t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳
❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❢r♦♠ ♣♦✇❞❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❋❖❳ ♣r♦❣r❛♠ ✇❛s ✉s❡❞ ❬✶✷❪✳
❈✷✴❝ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧❡ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣ ❜② s✉❝❝❡ss✐✈❡ ▲❡❇❛✐❧ ✜ts✳ ❚❤❡♥ ❛ r❛♥✲
❞♦♠ ❛t♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ✇❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇❛s
❢♦❧❧♦✇❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ❛t♦♠s✳ ❚❤❡♥✱ ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❘✐❡t✈❡❧❞ r❡✜♥❡♠❡♥t ✉s✲
✐♥❣ ❋✉❧❧♣r♦❢ ❙✉✐t❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❋❖❳✱ t❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❙r❈♦●❡2❖6
✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❙r❈♦●❡2❖6 ❛❧s♦ ❝r②st❛❧❧✐③❡s ✐♥t♦ ♠♦♥♦❝❧✐♥✐❝ ❈✷✴❝ s②♠♠❡✲
tr② ❛♥❞ ✐s ✐s♦str✉❝t✉r❛❧ t♦ ❈❛❈♦●❡2❖6✱ ❜❡✐♥❣ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❢♦r ❞✐✈❛❧❡♥t✲♠❡t❛❧
❜❛s❡❞ ♣②r♦①❡♥❡s✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❘✐❡t✈❡❧❞ r❡✜♥❡♠❡♥t ♣❧♦t ❢♦r r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❳❘P❉ ♣❛tt❡r♥ ♦❢
❙r❈♦●❡2❖6 ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✷ ✭❛✮✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ✐♠♣✉r✐t② ♣❤❛s❡ ✐s ❙r3❈♦●❡5❖14 ✇❤✐❝❤ ✇❛s
t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ❛♥❞ ✐ts ❝❡❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ✇❡r❡ r❡✜♥❡❞✳
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✿ Pr♦✜❧❡s ♦❢ ❳❘P❉ ✭❛✮ ❛♥❞ ◆P❉ ✭❜✮ ♣❛tt❡r♥s ♦❢ ❙r▼♥●❡2❖6 t❛❦❡♥ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r✲
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❚❤❡ ✐♥✐t❛❧ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r r❡✜♥✐♥❣ ◆P❉ ❞❛t❛ ✐s s✐♠✐❧❛r ✇✐t❤ t❤❡ ❳❘P❉ r❡✜♥❡♠❡♥t✱ ❡①✲
❝❡♣t t❤❛t t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉❞ ✇❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✶✷ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡
✜♥❛❧ r❡✜♥❡♠❡♥t ②✐❡❧❞❡❞ ❛ ✇❡✐❣❤t ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✵✳✺✹✭✸✮ ✪ ❢♦r t❤❡ ✐♠♣✉r✐t② ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ♥✉❝❧❡❛r
str✉❝t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❙r❈♦●❡2❖6 ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② r❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ◆P❉ ❞❛t❛ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t
r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷ ✭❜✮ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✜♥❛❧ ❘✐❡t✈❡❧❞ r❡✜♥❡♠❡♥t ♣❧♦t✳ ❚❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t
r❡s✉❧ts✱ ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❛t♦♠✐❝ ❞✐st❛♥❝❡s✱ ❜♦♥❞ ❛♥❣❧❡s ❛♥❞ ❜♦♥❞ ✈❛❧❡♥❝❡ s✉♠s ✭❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ◆P❉
❞❛t❛✮ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❇♦♥❞❙tr ♣r♦❣r❛♠❬✶✺❪ ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✽✳✸ ❛♥❞ ✽✳✹✳
◆♦t❡ t❤❛t t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐♥ str✉❝t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❡t✇❡❡♥ ❙r▼♥●❡2❖6❛♥❞
❙r❈♦●❡2❖6 ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♦♥❧② ✉s❡ t❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ◆P❉✳
❙✐♥❝❡ ❙r▼♥●❡2❖6 ❛♥❞ ❙r❈♦●❡2❖6 ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ s②♠♠❡tr②✱ ✇❡ t❛❦❡
t❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❙r❈♦●❡2❖6 ❛s ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝
♦❢ t❤✐s ♥❡✇ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣②r♦①❡♥❡s✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✸✱ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢
❝❧✐♥♦♣②r♦①❡♥❡s✱ ❙r▼●❡2❖6 ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❛❧♠♦st ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❤❛✐♥s ♠❛❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡❞❣❡✲
s❤❛r✐♥❣ ▼❖6 ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦r♥❡r✲❧✐♥❦✐♥❣ ♥♦♥♠❛❣♥❡t✐❝ ●❡❖4 t❡tr❛❤❡❞r❛ ❝❤❛✐♥s ✭❛❧s♦ ♦♥❡✲
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s❤♦✇♥✳ ❇r❛❣❣ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❤❛s❡ ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❜❧✉❡ t✐❝❦ ♠❛r❦s✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r s❡t
♦❢ ❇r❛❣❣ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ❙r3❈♦●❡5❖14 ✐♠♣✉r✐t② ♣❤❛s❡✳
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❢♦r♠❡❞ ❜② ▼❖6 ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❝❤❛✐♥s ❛♥❞ ●❡❖4 ❝❤❛✐♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✭❜✮ ❤✐❣❤❧✐❣❤ts t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢
▼❖6 ❛♥❞ ❙r❖6 ♦❝t❛❤❡❞r❛✿ ❛ ③✐❣③❛❣ ❝❤❛✐♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❡❞❣❡✲s❤❛r✐♥❣ ▼❖6 ✐s r✉♥♥✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡
❝✲❛①✐s ✇❤✐❧❡ ❙r❖6 ♦❝t❛❤❡❞r❛ ✜❧❧ t❤❡ s❤♦✉❧❞❡rs ❢♦r♠❡❞ ❜② ③✐❣③❛❣ ▼❖6 ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥✳ ■t ✐s
✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ③✐❣③❛❣ ❝❤❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ▼❖6 ❝❤❛✐♥s ♠❛❦❡s t❤❡ ▼✲❖✶✲▼ ❛♥❣❧❡ ❝❧♦s❡
t♦ ✾✽➦ ✭s❡❡ ✜❣✉r❡✽✳✹✮✳ ❚❤❡s❡ ✉s✉❛❧❧② ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭❏✮ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ▼2+ ♥❡❛r❡st✲♥❡✐❣❤❜♦rs ✭◆◆✮ ❞✉❡ t♦ ❞✐r❡❝t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ s✉♣❡r❡①❝❤❛♥❣❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥
✜❣✉r❡ ✽✳✸ ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❞✮✱ t❤❡ ❝❤❛✐♥s ♠❛❞❡ ♦❢ ▼❖6 ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❛r❡ ✇❡❧❧ ❜r✐❞❣❡❞ ❜② ❝♦r♥❡r✲s❤❛r✐♥❣
●❡❖4 t❡tr❛❤❡❞r❛✱ t❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝❤❛✐♥s ♠♦r❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ✐♥ s♦♠❡ ❡①t❡♥t✱ ❛♥❞
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♣❛t❤✇❛②s ❏✶ ❛♥❞ ❏✷ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❝❤❛✐♥s ✭s❡❡ t❤❡ ❜❧✉❡ r❡❝t❛♥❣❧❡ ♠❛r❦ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✸ ✭❛✮✮✱
❛s s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✸✭❞✮✳ ❆s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✺✱ ❢♦r ❙r▼●❡2❖6✱ ❏✷ ✐s
❢♦r♠❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ▼2+ ❝❛t✐♦♥s s✐t❡❞ ♦♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ▼❖6 ❝❤❛✐♥s t❤r♦✉❣❤ ❡❞❣❡ ❖✶✲❖✷ ♦❢
●❡❖4t❡tr❛❤❡❞r❛ ✇❤✐❧❡ ❏✶ ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ▼2+ ❝❛t✐♦♥s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ▼❖6
❝❤❛✐♥s ✇✐t❤ s❤♦rt❡r ❞✐st❛♥❝❡✳
✽✳✸✳✶✳✷ ❆ str✉❝t✉r❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❙r▼♥●❡2❖6 ✱ ❙r❈♦●❡2❖6✱ ❈❛▼♥●❡2❖6
❛♥❞ ❈❛❈♦●❡2❖6
■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❙r✲❜❛s❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣②r♦①❡♥❡s ❢r♦♠
t✇♦ ♣♦✐♥ts ♦❢ ✈✐❡✇✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s t❤❡ ❝r②st❛❧ ❝❤❡♠✐str② ♦❢ ♣②r♦①❡♥❡s✱ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ ❞✐✈❡rs❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♣❡❝✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❤❡❧♣❢✉❧ ✐♥ st✉❞②✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❜❡t✇❡❡♥ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❜♦♥❞✐♥❣ ✐♥ t❤✐s s②st❡♠✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡
str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥❝❡ ✐♥
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦str✉❝t✉r❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ ✇❡ ✜rst ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s
✐♥ ❣❧♦❜❛❧ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ▼✶ s✐t❡ ❛♥❞ ▼✷ s✐t❡ ✱ t❤❡♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡
str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♥tr❛❝❤❛✐♥ ❛♥❞
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✿ Pr♦❥❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❙r❈♦●❡2❖6 str✉❝t✉r❡ ✭❙r▼♥●❡2❖6 ❛❧s♦ s❤❛r❡s s✐♠✐❧❛r ♠❛♥♥❡r
✮ ❛❧♦♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❛①❡s✱ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ◆P❉ ❛t r♦♦♠ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✿ ✭❛✮ ❚❤❡ ❛❧t❡r♥❛t❡ st❛❝❦✐♥❣
♦❢ ❧❛②❡rs ❝♦♥s✐st ♦❢ ❈♦❖6 ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❛♥❞ ●❡❖4 t❡tr❛❤❡❞r❛✳ ✭❜✮ ❈♦❖6 ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❝❤❛✐♥s ✇✐t❤
③✐❣③❛❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st❝ ❛♥❞ ❙r❖6 ♦❝t❛❤❡❞r❛ ♥♦♥✲❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❝❤❛✐♥s✳ ✭❝✮ ❚❤❡ ❝♦r♥❡r✲s❤❛r✐♥❣ ●❡❖4
t❡tr❛❤❡❞r❛ ❝❤❛✐♥s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❖✲r♦t❛t✐♦♥✭❝❧♦s❡ t♦ ❊✲❝❤❛✐♥✮✳ ✭❞✮ ❚❤❡ ❈♦❖6 ③✐❣③❛❣ ❝❤❛✐♥s
❜r✐❞❣❡❞ ❜② ●❡❖4 t❡tr❛❤❡❞r❛ t❤r♦✉❣❤ ❖✸✲❖✸ ❡❞❣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ t❡tr❛❤❡❞r♦♥❀ t❤r❡❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤✇❛②s ❏ ✭s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮✱ ❏✷ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ❏✶ ✭❞♦tt❞ ❧✐♥❡✮ ❛r❡ ♠❛r❦❡❞❀ ♥♦t❡ t❤❛t
❢♦r ❏✶ ❛♥❞ ❏✷✱ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✈✐❛ ●❡❖4 t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ✐♥ t❤❡ ❜❛❝❦✱ ❛♥❞ ②❡❧❧♦✇
❧✐♥❡ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✈✐❛ ●❡❖4 t❡tr❛❤❡❞r♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢r♦♥t✳
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❚❛❜❧❡ ✽✳✺✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❞✐st❛♥❝❡s ✐♥ ➴✮ ❢♦r ❙r▼♥●❡2❖6
✱❙r❈♦●❡2❖6 ✱ ❈❛▼♥●❡2❖6 ❛♥❞ ❈❛❈♦●❡2❖6❛t ❘❚✳◆♦t❡✿ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ✐♥ ✪✳
❋♦r ▼♥ ❋♦r ❈♦ ❋♦r ❙r ❋♦r ❈❛
P❛r❛♠❡t❡r ❙r▼♥●❡2❖6 ❙r❈♦●❡2❖6 ❈❛▼♥●❡2❖6 ❈❛❈♦●❡2❖6 ❙r ✈s ❈❛ ❙r ✈s ❈❛ ▼♥ ✈s ❈♦ ▼♥ ✈s ❈♦
❛ ✶✵✳✸✺✶✶✭✻✮ ✶✵✳✷✺✻✵✭✶✮ ✶✵✳✷✼✾✹✭✸✮ ✶✵✳✶✹✶✼✭✷✮ ✵✳✼ ✶✳✶✹ ✵✳✾✸ ✶✳✸✼
❜ ✾✳✹✷✵✹✭✺✮ ✾✳✷✾✼✵✭✶✮ ✾✳✶✼✺✻✭✸✮ ✽✳✾✼✻✼✭✷✮ ✷✳✻✼ ✸✳✺✻ ✶✳✸✸ ✷✳✷✶
❝ ✺✳✺✵✾✸✭✸✮ ✺✳✹✼✵✶✭✶✮ ✺✳✹✼✶✹✭✷✮ ✺✳✹✷✹✻✭✶✮ ✵✳✻✾ ✵✳✽✸ ✵✳✼✷ ✵✳✽✻
β ✶✵✹✳✼✵✵✭✷✮➦ ✶✵✺✳✺✽✽✭✶✮➦ ✶✵✹✳✷✹✹✭✷✮➦ ✶✵✹✳✽✽✺✭✶✮➦ ✵✳✹✹ ✵✳✻✽ ✲✵✳✽✹ ✲✵✳✻✶
❱✭➴3✮ ✺✶✾✳✻✹✭✺✮ ✺✵✷✳✸✾✭✶✮ ✺✵✵✳✷✵✭✸✮ ✹✼✼✳✷✽✭✶✮ ✸✳✽✾ ✺✳✷✻ ✸✳✹✸ ✹✳✽✵
▼✲▼✭❏✮ ✸✳✷✽✷✭✽✮ ✸✳✷✵✼✭✻✮ ✸✳✷✹✾✭✽✮ ✸✳✶✻✷✭✺✮ ✶✳✵✷ ✶✳✹✷ ✷✳✸✹ ✷✳✼✺
▼✕▼✭❏✶✮ ✺✳✾✼✺✭✼✮ ✺✳✾✷✸✭✻✮ ✺✳✾✶✽✭✼✮ ✺✳✽✹✽✭✺✮ ✵✳✾✻ ✶✳✷✽ ✵✳✽✽ ✶✳✷✵
▼✲▼✭❏✷✮ ✼✳✵✵✭✶✮ ✻✳✾✷✶✭✽✮ ✻✳✽✽✾✭✶✮ ✻✳✼✼✷✭✼✮ ✶✳✻✶ ✷✳✷✵ ✶✳✶✹ ✶✳✼✸
▼✲❖✶✲▼ ✾✼✳✺✭✷✮➦ ✾✽✳✹✼✭✾✮➦ ✾✹✳✵✭✹✮➦ ✾✺✳✻✻✭✶✵✮➦ ✸✳✼✷ ✸✳✵✵ ✲✵✳✾✾ ✲✶✳✻✼
▼✲▼✲▼ ✶✶✹✳✶✭✶✮➦ ✶✶✼✳✵✷✭✶✮➦ ✶✶✹✳✼✭✶✮➦ ✶✶✽✳✶✺✭✶✮➦ ✲✵✳✺✷ ✲✵✳✾✻ ✲✷✳✺✵ ✲✷✳✾✷
●❡✲●❡✲●❡ ✶✶✸✳✶✭✶✮➦ ✶✶✸✳✻✵✭✻✮➦ ✶✶✹✳✺✭✶✮➦ ✶✶✹✳✵✶✭✻✮➦ ✲✶✳✷✷ ✲✵✳✸✺ ✲✵✳✹✹ ✵✳✹✹
✐♥t❡r❝❤❛✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳
❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❙r▼♥●❡2❖6✱ ❙r❈♦●❡2❖6 ✱ ❈❛▼♥●❡2❖6 ❛♥❞ ❈❛❈♦●❡2❖6❛t
❘❚ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✽✳✺ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❋♦r ❙r ✈s ❈❛✱ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❛❧❧ ❞✐st❛♥❝❡s
❣❡t ❧❛r❣❡r ✭r❡❧❛t✐✈❡❧②✱ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ✶✪✮ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❜✐❣❣❡r ❝❛t✐♦♥ r❛❞✐✉s ♦❢ ❙r2+❤❛s t♦ ❜❡ ❛❝✲
❝♦♠♠♦❞❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❤❛♥❣❡❞ ❛r♦✉♥❞ ✸✪✿ ✭✐✮ ❚❤❡ ❛♥❣❧❡
♦❢ ▼✲❖✶✲▼ ✐♥❝r❡❛s❡s t♦ ❛❜♦✉t ✾✽➦ ✇❤✐❝❤ ♦❜✈✐♦✉s❧② ❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ✾✵➦ ♣②r♦①❡♥❡✱ ❛s
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✹❀ ✭✐✐✮ ❚❤❡ ❜ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥❝r❡❛s❡s ❜② ❛r♦✉♥❞ ✸✪ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝✲
t✐♦♥ ♦❢ ❙r2+ ✇✐t❤ ❜✐❣❣❡r ❝❛t✐♦♥ r❛❞✐✉s✱ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ ♠❛❥♦r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ③✐❣③❛❣ ▼❖6
❝❤❛✐♥s ✭❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ t❡tr❛❤❡❞r❛ ❝❤❛✐♥s✮ ❜❡✐♥❣ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ✐s♦❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜
❛①✐s✳ ❚❤❡ ▼✲▼ ❞✐st❛♥❝❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❏✷ ♣❛t❤✇❛② ✐s ❛❧t❡r❡❞ ❜② ✷✪✱ ❛s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
♣❛t❤✇❛②s✱ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✺✳
❆s t♦ ❈♦ ✈s ▼♥✱ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s♠❛❧❧❡r ❝❛t✐♦♥ r❛❞✐✉s ♦❢ ❈♦2+ ✭✵✳✼✹✺➴✮ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t♦
▼♥2+✭✵✳✽✸➴✮ ✐♥ ❤✐❣❤✲s♣✐♥ st❛t❡ ❛✛❡❝ts ♠❛✐♥❧② ▼✲▼ ✭❏✶✮ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❲❤❛t❡✈❡r t❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ♦❢
▼❖6 ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❛♥❞ ●❡❖4 t❡tr❛❤❡❞r❛ ❞♦❡s ♥♦t ✈❛r② ❢r♦♠ ❈❛ t♦ ❙r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢r♦♠ ❈♦ t♦ ▼♥✱
t❤❡ ▼✲▼✲▼ ❛♥❣❧❡ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ❛❜♦✉t ✸✪✳
❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ▼❖6 ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❝❤❛✐♥s✱ ♦♣❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❜r✐❞❣❡❞ ●❡❖4
t❡tr❛❤❡❞r❛✱ ✐s ❝♦♠♣❧❡①✳ ▲❡t✬s ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡s❡ ❢♦✉r ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❜② ❝♦♥✲
s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛t❤✇❛②s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞♦✉❜❧❡ ❏✶ ❛♥❞ s✐♥❣❧❡ ❏✷ ❡①❝❤❛♥❣❡s✳
❚❤❡ ❢r❛❣♠❡♥ts ♦❢ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡✱ ❛✐♠✐♥❣ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡s❡ ♣❛t❤✇❛②s✱ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡
✽✳✺✳
❋r♦♠ ❈❛ t♦ ❙r✿ ❋♦r ❏✶✱ t❤❡ ❛♥❣❧❡ ▼✲❖✶✲❖✷ s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ❜② ❛❜♦✉t ✻➦ ✇❤✐❧❡ ❖✶✲
❖✷✲▼ ❛♥❣❧❡ ❧❛r❣❡❧② ✐♥❝r❡❛s❡s ❜② ❛❜♦✉t ✶✵➦✳ ❚❤❡ s✉♠ ❢♦r t❤❡s❡ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t t❡♥❞❡♥❝✐❡s ✐s ❛r♦✉♥❞
✹➦ ✇✐t❤ ♦♥❡ ❛♥❣❧❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤✐❧❡ ❛♥♦t❤❡r ❞❡❝r❡❛s❡s✳ ❋♦r ❏✷✱ ❚❤❡ ▼✲❖✶✲❖✷ ❛♥❣❧❡ ✐♥❝r❡❛s❡s
❜② ✹➦✱ ❛♥❞ ❖✶✲❖✷✲▼ ✐♥❝r❡❛s❡s ❜② ✶✵➦✳ ❍❡r❡✱ ❜♦t❤ ❛♥❣❧❡s ✐♥❝r❡❛s❡✱ ✇✐t❤ ❛ t♦t❛❧ ✐♥❝r❡♠❡♥t
❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ ✶✹➦✳
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✹✿ ❚❤❡ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ ▼❖6 ✭▼❂▼♥✱ ❈♦✮ ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❤❛✐♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥
❢♦r ❙r▼●❡2❖6 ❛♥❞ ❈❛▼●❡2❖6✱ s❤♦✇✐♥❣ ✉♣ t❤❡ ❏ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❘❡❞ ❧✐♥❡✿ t❤❡ ❧♦♥❣❡st
❜♦♥❞✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡❀ ❇❧✉❡ ❧✐♥❡✿ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❜♦♥❞✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡❀ ❇❧❛❝❦ ❧✐♥❡✿ t❤❡ s❤♦rt❡st ❜♦♥❞✐♥❣
❞✐st❛♥❝❡✳
✽✳✸✳✷ ▼❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s
✽✳✸✳✷✳✶ ❙r❈♦●❡2❖6
❋✐❣✉r❡✽✳✻ ✭❛✮ s❤♦✇s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❢♦r ❙r❈♦●❡2❖6✳
❇♦t❤ ❩❋❈ ❛♥❞ ❋❈ ❝✉r✈❡s r❡✢❡❝t t❤❛t ❙r❈♦●❡2❖6 ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛♥ ❆❋▼ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛t ✶✵❑✱
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ s❤❛r♣ ♣❡❛❦ ❛r♦✉♥❞ ✶✵❑✳ ■♥ ❝♦♥tr❛r② t♦ ❙r▼♥●❡2❖6✱ ♥♦ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❩❋❈ ❛♥❞ ❋❈ ✐♥ ❙r❈♦●❡2❖6 ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥
t❤❡ ✐♥s❡t ♦❢ ✜❣✉r❡ ✽✳✻ ✭❛✮✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❛t ✵✳✶ ❚ ✇❛s ✜tt❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
❈✉r✐❡✲❲❡✐ss ❧❛✇ ✭χ = C/(T − θ)✮ ❜❡t✇❡❡♥ ✷✺✵ ❑ ❛♥❞ ✸✺✵ ❑✱ ✇❤❡r❡ ❈ ✐s t❤❡ ❈✉r✐❡ ❝♦♥st❛♥t✱
θ ✐s ❲❡✐ss t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦♠❡♥t ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t♦ ❜❡ μeff ❂ ✹✳✾ ✭✶✮ μB✴❈♦2+✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ s♣✐♥✲♦♥❧② ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✸✳✽✼ μB ❢♦r ❈♦2+ ✭✸❞7✮ ❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
❤✐❣❤ s♣✐♥ st❛t❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s♣✐♥✲♦r❜✐t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥ t❤✐s s②st❡♠✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ❧♦♥❣✲
r❛♥❣❡ ❆❋▼ ♦r❞❡r✐♥❣ ✐♥ ❙r❈♦●❡2❖6✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❲❡✐ss t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✷✵✳✼✭✶✮ ❑ ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❛t ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ✐♥ t❤❡ ♣❛r❛♠❛❣♥❡t✐❝ r❡❣✐♠❡✳
❋✐❡❧❞✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s♦t❤❡r♠s ▼✭❍✮ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ✷ ❑ ❛♥❞ ✺✵ ❑ ❢♦r ❙r❈♦●❡2❖6
❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✻✭❜✮✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞✲✐♥❞✉❝❡❞ ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ✐s ❧✐♥❡❛r ✉♣ t♦ ❛♣♣❧✐❡❞ ✜❡❧❞s
♦❢ ✼❚ ❛❜♦✈❡ ❚N ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❧♦✇ ❚N ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥❞✉❝❡s ❛♥♦t❤❡r ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❤❛s❡ tr❛♥✲
s✐t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ❝✉r✈❡s ❛t ✷✱ ✹ ❛♥❞ ✻ ❑✱ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛r❧② s❡❡♥ ❛t
✷❑ ❛t ➭0❍⑦✸✳✾✷ ❚ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ♣❡❛❦ ✐♥ ❞▼✴❞❍ ✈s ❍ ✭✐♥s❡t✮✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡ ♦❢ ❛ ✜❡❧❞
✐♥❞✉❝❡❞ ♠❡t❛♠❛❣♥❡t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ◆♦ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✜❡❧❞
❛♣♣❧✐❡❞ ✭▼❁✶✳✺➭B✴❈♦2+ ❛t ✼❚✮✳
❚❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✈✐❛ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✲
✐t② ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✼ s❤♦✇s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❢♦r
❙r❈♦●❡2❖6✳ ❆♥ ♦r❞❡r✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❍❈ ♦❢ ❙r❈♦●❡2❖6✱ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ♦❝❝✉r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❤❛r♣ ♣❡❛❦ ✐♥ ❈♣ ❛t ✶✵❑✳ ❚❤✐s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ◆❡❡❧
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✻✿ ✭❛✮ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❙r❈♦●❡2❖6✳ ❚❤❡
✐♥s❡t s❤♦✇s t❤❡ ❈✉r✐❡✲❲❡✐ss ✜t ❢♦r ✐♥✈❡rs❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ✭r❡❞ ❧✐♥❡✮✳ ✭❜✮ ■s♦t❤❡r♠❛❧
♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡s ♦❢ ❙r❈♦●❡2❖6 ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛t ❚❂✷✱ ✹✱ ✻✱ ✽✱ ✶✵ ❛♥❞ ✺✵ ❑✳
❋✐❣✉r❡ ✽✳✼✿ ❙♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ♦❢ ❙r❈♦●❡2❖6 ❛♥❞ ❈❛❩♥●❡2❖6 ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❛s ❛ ❧❛tt✐❝❡
st❛♥❞❛r❞ ❛❢t❡r ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ✐ts ❍❈ ❛t ✷✵✵❑✳ ■♥s❡t s❤♦✇s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥tr♦♣② ❢♦r ❙r❈♦●❡2❖6✳
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✽✿ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❙r▼♥●❡2❖6 ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✳ ■♥s❡t✿ ❚❤❡ ❈✉r✐❡✲❲❡✐ss ✜t ❢♦r t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t ✺❚✳ ✭❜✮
❊♥❧❛r❣❡❞ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ✐♥ ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡❣✐♠❡✳
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝✲
t✐♦♥ ♣❡❛❦s ✐♥ ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮✳ ❈❛❩♥●❡2❖6 ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ ♥♦♥♠❛❣♥❡t✐❝
❛♥❛❧♦❣✉❡ ❢♦r s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦♥♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❚♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣❤♦♥♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥
❢♦r ❙r❈♦●❡2❖6✱ t❤❡ ❍❈s ♦❢ ❙r❈♦●❡2❖6 ❛♥❞ ❈❛❩♥●❡2❖6✇❡r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ ❛t ✷✵✵❑
❜② s❝❛❧✐♥❣ ❍❈ ♦❢ ❈❛❩♥●❡2❖6✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢
❙r❈♦●❡2❖6 ✇❛s t❤❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ♣❤♦♥♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥✲
tr♦♣② ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❈♠❛❣✴❚ ❞❚✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥tr♦♣② ✇✐t❤
❙m❂✶✷✳✹❏✴♠♦❧✴❑ ❛t ✷✵✵ ❑ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶✶✳✺ ❏✴♠♦❧✴❑ ❢♦r t❤❡ s♣✐♥
❙❂✸✴✷ ❈♦2+ ✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② ❘❧♥✭✷❙✰✶✮✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♠❛② ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥
❛s ✉s❡❞ ❈❛❩♥●❡2❖6✳
✽✳✸✳✷✳✷ ❙r▼♥●❡2❖6
❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❢♦r ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❙r▼♥●❡2❖6 ✐s
s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✽✳ ❆s t❤❡ ❡♥❧❛r❣❡❞ ✈✐❡✇✱ ✜❣✉r❡ ✽✳✽✭❜✮ ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s t❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ♦❢ ❜✐❢✉r❝❛✲
t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❩❋❈ ❛♥❞ ❋❈ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts r❡❝♦r❞❡❞ ✉♥❞❡r ✵✳✵✶ ❛♥❞ ✵✳✶ ❚ ❜❡❧♦✇ ✹✺❑✳ ❆ s❤❛r♣
tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ❛r♦✉♥❞ ✹✳✺❑ s✐❣♥❛❧s t❤❡ ❆❋▼ ♦r❞❡r✐♥❣✳ ◆♦ s✉❝❤ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥
❩❋❈ ❛♥❞ ❋❈ ❝✉r✈❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✉♥❞❡r ✶ ❛♥❞ ✺❚ ❜✉t t❤❡ ❝✉s♣ ❛t ✹✳✺❑ r❡♠❛✐♥s ✐♥ ❛❧❧ ♠❛❣♥❡t✐❝
s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❝✉r✈❡s✳ ❲❡ t❛❦❡ ❚N t♦ ❜❡ ✹✳✺ ❑ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝✉s♣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥
♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥s ✐♥ ♥❡✉✲
tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉s ♠❛❣♥❡t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ✹✺❑ ✐s q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦
t❤❛t ♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6 ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤✐s tr❛♥s✐t✐♦♥ ✇❛s ♣r❡❧✐♠✐♥❛r✐❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢
✐♠♣✉r✐t② ♣❤❛s❡ ▼♥✸❖✹✳✳ ❈✉r✐❡✲❲❡✐ss ❧❛✇ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ✜t t❤❡ ♣❛r❛♠❛❣♥❡t✐❝ ♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♥✈❡rs❡ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ✶✵✵ ❛♥❞ ✸✺✵❑✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠♦♠❡♥t ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t♦ ❜❡
✺✳✽✽✭✶✮µB✴▼♥2+ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s♣✐♥✲♦♥❧② ✈❛❧✉❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ▼♥ ❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤✲
s♣✐♥ st❛t❡ ✭✺✳✾✷µB✮✳ ❚❤❡ ❲❡✐ss t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ✲✷✹✳✻✭✶✮❑✱ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t
t❤❡ ♣r❡❞♦♠✐♥❛♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ▼♥2+ ❝❛t✐♦♥s ✐s ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝✳ ■t ✐s ✇♦rt❤
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✾✿ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❤②st❡r❡s✐s ❧♦♦♣s ❢♦r ❙r▼♥●❡2❖6 ❛t ✈❛r✐♦✉s t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳
❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✵✿ ✭❛✮ ❙♣❡❝✐✜❝ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ❙r▼♥●❡2❖6 ❛♥❞ ❈❛❩♥●❡2❖6 ✇❤✐❝❤ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❛s
❛ ❧❛tt✐❝❡ ❛♥❛❧♦❣✳ ■♥s❡t s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ❍❈ ❛t ✵❚ ❛♥❞ ✽❚✳ ✭❜✮ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥tr♦♣②
r❡❧❡❛s❡❞ ✈✐❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣✳
♥♦t✐❝✐♥❣ t❤❛t ❢♦r ❙r▼♥●❡2❖6 t❤❡ ❢r✉str❛t✐♦♥ ✐♥❞❡① ❢ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t♦ ❜❡ ✺✳✸ ✇❤✐❝❤ ✐s t✇♦ t✐♠❡
❧❛r❣❡r ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❈❛▼♥●❡2❖6✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t ❙r▼♥●❡2❖6 ✐s ♠♦r❡ ❢r✉str❛t❡❞✳
❋✐❣✉r❡ ✽✳✾ s❤♦✇s t❤❡ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❤②st❡r❡s✐s ❧♦♦♣s ❢♦r ❙r▼♥●❡2❖6✳ ■t ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❧♦♦♣s ❛r❡ ❛❧♠♦st ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✇✐t❤♦✉t
❛♣♣❛r❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ ❤②st❡r❡s✐s ❛❜♦✈❡ ✺✵❑✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥s❡t ♦❢ ✜❣✉r❡ ✽✳✾✱ ♠❛❣♥❡t✐❝
❤②st❡r❡s✐s s✐❣♥❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛r❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡❧♦✇ ✸✵❑✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ s♠❛❧❧
❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇❤✐❝❤ s❡❡♠s ♥♦t ✈❛r✐❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✿ t❤❡ ✈❛❧✉❡s
❛t ✸✵ ❛♥❞ ✶✵❑ ❛r❡ ❜♦t❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t♦ ❜❡ ✸✳✷×✶✵−3µB✴▼♥2+✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ ❛❝
s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② t♦ ❡①❝❧✉❞❡ t❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✶ s❤♦✇s t❤❡ ❛❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②
❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t ✈❛r✐♦✉s ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ✐s ✐♥
❢❛❝t ❢r❡q✉❡♥❝② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t✇♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❛❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②
χ′✭❚✮✱ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t✇♦ ❝✉s♣s✿ ♦♥❡ ❝✉s♣ ❛t ✹✳✻❑ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❚N s❡❡♥ ✐♥ ❞❝ ♠❛❣♥❡t✐❝
s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❛♥♦t❤❡r tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛t ✹✺❑ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♠♣✉r✐t② ♣❤❛s❡
▼♥✸❖✹✳
❚♦ ❢✉rt❤❡r st✉❞② t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❢ ❙r▼♥●❡2❖6✱ t❤❡ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✶✿ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t②
♦❢ ❙r▼♥●❡2❖6✳
✉♥❞❡r ✵❚ ❛♥❞ ✽❚✱ ❛♥❞ t❤❡ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ❞❛t❛ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✵✭❛✮✳ ❖♥❧② ♦♥❡
♦r❞❡r✐♥❣ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❍❈ ♦❢ ❙r▼♥●❡2❖6✱ r❡✢❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❤❛r♣
♣❡❛❦ ✐♥ ❈♣ ❛r♦✉♥❞ ✹❑ ✉♥❞❡r ❜♦t❤ ✵ ❛♥❞ ✽❚✳ ❚❤✐s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ◆é❡❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
s❡❡♥ ✐♥ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❝✉r✈❡s ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥ ♣❡❛❦s ✐♥ ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥
♣❛tt❡r♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♦♥ t❤❡ ❤✐❣❤✲t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s✐❞❡ ♦❢ ❈♣✱ t❤❡ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ❤❛s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ✵❚ t♦ ✽❚✱ ❛♥❞ ♠❛❦❡s t❤❡ ♣❡❛❦ ❛r♦✉♥❞ ✹❑ ♠♦r❡ s❤❛r♣✳ ❇② ♠❛❦✐♥❣ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❍❈ ❝✉r✈❡s ✉♥❞❡r ✵ ❛♥❞ ✽❚✱ ✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝
❡♥tr♦♣②✳ ■t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥tr♦♣② ✇✐t❤ ✵✳✽✷ ❏✴♠♦❧✲❑ ✐s s✉♣♣r❡ss❡❞ ❢♦r ❍❈ ❢r♦♠ ✵❚
t♦ ✽❚✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥tr♦♣②✱ ❈❛❩♥●❡2❖6 ✇❛s ❝❤♦s❡♥ ❛s t❤❡ ♥♦♥♠❛❣♥❡t✐❝
❛♥❛❧♦❣✉❡ ❢♦r s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦♥♦♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❙r❩♥●❡2❖6 ❝♦♠♣♦✉♥❞ ♠❛②
❜❡ t❤❡ ❜❡st ❝❤♦✐❝❡ ❛s ❛ ♥♦♥♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❛❧♦❣✉❡✱ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ s❡✈❡r❛❧ ❛tt❡♠♣ts ❢♦r s②♥t❤❡s✐③✐♥❣
✐t ✇❡r❡ ✉♥s✉❝❝❡ss❢✉❧✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❍❈ ♦❢ ❙r▼♥●❡2❖6 ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❍❈ ♦❢
❈❛❩♥●❡2❖6 ❝♦♠♣♦✉♥❞✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥tr♦♣② ❙M ✭❚✮ ✇❛s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❈♠❛❣✴❚ ❞❚✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✵ ✭❜✮✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥tr♦♣② ✉❧t✐♠❛t❡❧②
s❛t✉r❛t❡s ❛t ❛r♦✉♥❞ ✼✵❑ ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥tr♦♣② ♦❢ ✶✺✳✻ ❏✴♠♦❧✲❑✱ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❜✐❣❣❡r
t❤❛♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ✶✹✳✾ ❏✴♠♦❧✲❑ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r ▼♥2+ ✇✐t❤ ❛ s♣✐♥✲♦♥❧② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② ❘❧♥✻✳
❚❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥tr♦♣② ♠❛② ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ s✉❜tr❛❝t❡❞ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ❢r♦♠ ❧❛tt✐❝❡
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♦♥❡ s❡❡s t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥tr♦♣② ❧♦ss ♦❝❝✉rs ✐♥ t✇♦ r❡❣✐♦♥s ♦♥
❝♦♦❧✐♥❣✿ ✜rst ✐t ✉♥❞❡r❣♦❡s ❛ ❣r❛❞✉❛❧ ❝❤❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✶✵✵❑ t♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❚N ✱ t❤❡♥ ❛
s❤❛r♣ ❧♦ss ✐♥ ❡♥tr♦♣② ❛t ❚N ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞✳ ❚❤✐s ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥tr♦♣② r❡❧❡❛s❡ ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❤❛❧❢ ♦❢
t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡♥tr♦♣② ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ s♣✐♥ ♦r❞❡r✳
✽✳✸✳✸ ▼❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡
✽✳✸✳✸✳✶ ❙r❈♦●❡2❖6
❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✷ s❤♦✇s t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ◆P❉ ♣❛tt❡r♥s ❜❡❧♦✇ ✶✶❑ ❢♦r ❙r❈♦●❡2❖6✳ ■t ✐s
♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r ❜❡❧♦✇ ✶✵❑✱ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ ♦✉r ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣✲
t✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ◆P❉ ♣❛tt❡r♥s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛t
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✷✿ P❧♦t ♦❢ ♥❡✉tr♦♥ ♣♦✇❞❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ s❝❛♥s s❤♦✇✐♥❣ ✉♣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛t
✶✵❑ ✉s✐♥❣ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✷✳✺✷➴✳
❚❛❜❧❡ ✽✳✻✿ ❇❛s✐s ✈❡❝t♦rs ❢♦r ❈♦2+ ❛t ✹❡ s✐t❡ ✭❈♦✶✭✵✱ ✵✳✾✵✾✾✱ ✵✳✷✺✮✱ ❈♦✷✭✵✱ ✵✳✵✾✵✶✱ ✵✳✼✺✮✮✳
◆♦t❛t✐♦♥s✿ ❋❂❙✶✰❙✷✱ ❈❂ ❙✶✲❙✷✳❙♣❛❝❡ ❣r♦✉♣ ❈✷✿❝✱ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❦✶❂✭✶✱✵✱✵✮✳
■❘ ❇❛s✐s ✈❡❝t♦r
Γ✶ ✭✵✱❋②✱✵✮
Γ✷ ✭✵✱❈②✱✵✮
Γ✸ ✭❋①✱ ✵✱ ❋③✮
Γ✹ ✭❈①✱✵✱❈③✮
✸✵✱ ✶✺ ❛♥❞ ✷❑✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t ♥♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❢♦r ♣❛tt❡r♥s ❛t ✸✵ ❛♥❞ ✶✺❑✱ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝
r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r ❛t ✷❑✳ ❆t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛❧❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❙r❈♦●❡2❖6 ❝❛♥ ❜❡
✐♥❞❡①❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛t❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❦❂✭✶✱✵✱✵✮✳ ❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛❧❧ t❤❡
♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝r②st❛❧ s②♠♠❡tr② ✭❈✷✴❝✮✱ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❇❡rt❛✉t✱ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞❬✶✻❪✳ ❈❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✉s✲
✐♥❣ ✈❡rs✐♦♥ ✷ ❑ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠s ❙❆❘❆❤✲❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s❬✶✼❪ ❛♥❞ ❇❛s■r❡♣s ✐♥t❡❣r❛t❡❞
✐♥ ❋✉❧❧♣r♦❢ ❙✉✐t❡❬✶✵✱ ✶✽❪✳ ❋♦r t❤❡ ❈♦2+ ❝❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ✹❡ ❲②❝❦♦✛ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣ ❈✷✴❝✱
t❤❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s
Γ = 1Γ11 + 1Γ
1
2 + 21Γ
1
3 + 2Γ
1
4. ✭✽✳✶✮
❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❛s✐s ✈❡❝t♦rs ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ ❡❛❝❤ ■❘ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❛❜❧❡ ✽✳✻✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ♠❛❣♥❡t✐❝ ✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✉♥✐t ❝❡❧❧ ❜✉t ♦♥❧②
t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❈ ❝❡♥t❡r s②♠♠❡tr② ❜r♦❦❡♥ ❜② t❤❡ ❦ ✈❡❝t♦r✱
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ❝❛rr✐❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ ❈♦2+ ❝❛t✐♦♥s ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ❜② ❈ ❝❡♥t❡r tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❛r❡
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✐♥tr✐♥s✐❝❛❧❧② ❛♥t✐♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❆❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s②♠♠❡tr② ❛♥❛❧②s✐s ✇❡r❡
t❡st❡❞ ❜② ❘✐❡t✈❡❧❞ r❡✜♥❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❜❡st ✜t ✇❛s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ■❘
Γ✸✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ ❈❛❈♦●❡2❖6 ❙r❈♦●❡2❖6 ❛❞♦♣ts Pc✷1✴❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣✳
❚❤❡ ✜♥❛❧ r❡✜♥❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ✷ ❑ ♣❛tt❡r♥ ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✸✳ ❆ s❦❡t❝❤ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❙r❈♦●❡2❖6 ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✹ ✳ ❚❤❡ ❈♦2+ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜②
s②♠♠❡tr② ✐♥ t❤❡ ✭❛✱❝✮ ♣❧❛♥❡✱ ❛❧✐❣♥❡❞ ♠❛✐♥❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛✲❛①✐s ✇✐t❤ ❛♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✾✻✳✻✼➦ ❛♥❞ ✽✳✾✷➦
t♦ t❤❡ ❝✲❛①✐s✱ ✇✐t❤ ♠❛❂✵✳✸✻✾✭✶✼✵✮μB✱ ♠❝❂✸✳✶✽✹✭✹✶✮μB✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♦r❞❡r❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t
r❡✜♥❡❞ ❛t ✷ ❑ ✐s ▼t♦t❂✸✳✶✷✭✶✮ μB ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s♣✐♥✲♦♥❧② ♦r❞❡r❡❞ ✈❛❧✉❡ ✸
μB ❢♦r ❈♦2+ ❛♥❞ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ♠♦♠❡♥t ✐s ♥♦t t♦t❛❧❧② q✉❡♥❝❤❡❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ ❙r❈♦●❡2❖6 ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s✿ ❋▼ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❈♦2+ ❝❛t✐♦♥s
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❈♦❖6 ♦❝t❛❤❡❞r❛ ③✐❣③❛❣ ❝❤❛✐♥s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s♣✐♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣s ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❝❤❛✐♥s
❛r❡ ❆❋▼✱ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r❝❤❛✐♥ s✉♣❡r❡①❝❤❛♥❣❡s✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ✐s
t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐♥ ❈❛❈♦●❡2❖6 t❤❡ ❞✐✛r❡♥❝❡ ✐s ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✺ ✱ ✐t s❤♦✇s t❤❛t ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t
❡❧❡✈❛t❡s ❥✉st ❜❡❧♦✇ ✶✵❑✱ ❡✈✐❞❡♥❝✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛♥❞ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤
t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳
■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t♦♣♦❧♦❣② ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥ ❙r❈♦●❡2❖6✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱
❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ ❛♥② ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❢r✉str❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ❛❧❧ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞✳ ■♥
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ ❈❛❈♦●❡2❖6✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ♦❢ ❙r❈♦●❡2❖6 ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ❛❧✐❣♥❡❞ ❛❧♦♥❣
❝✲❛①✐s ✇✐t❤ ✈❛♥✐s❤✐♥❣ ♠♦♠❡♥ts ❛❧♦♥❣ ❛✲❛①✐s✳
▲❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ◆P❉ ❞❛t❛ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥
✜❣✉r❡ ✽✳✶✻✳ ❚❤❡ ❜✲ ❛♥❞ ❝✲♣❛r❛♠❡t❡rs ❡①❤✐❜✐t ❛ ♥♦r♠❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦✈❡r t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡✳ ❆❜♦✈❡ t❤❡ ◆❡❡❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✶✵❑✱ ❛ ❛♥❞ ❜❡t❛ ❛♥❣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
❢♦❧❧♦✇ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ ❜✉t ❜❡❧♦✇ ✶✵❑✱ ❜♦t❤ ❛✲ ❛♥❞ ❜❡t❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs s❧✐❣❤t❧② ✐♥❝r❡❛s❡
✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
✽✳✸✳✸✳✷ ❙r▼♥●❡2❖6
❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✼ s❤♦✇s t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ◆P❉ ♣❛tt❡r♥s ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❡❛r❧② s❡❡♥
t❤❛t ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡✢❡❝t✐♦♥s✱ ❛r✐s✐♥❣ ❢r♦♠ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣✱ ❛♣♣❡❛r ❜❡❧♦✇ ✹✳✺❑✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s
♦❢ t❤❡s❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❣r♦✇ ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ✐♥
r❡❝✐♣r♦❝❛❧ s♣❛❝❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❜② s✐♠♣❧❡ r❛t✐♦♥❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❡r✐♦❞✐❝✐t② ♦❢ t❤❡
❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞❡①❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝♦♠♠❡♥s✉r❛t❡
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✳ ❆❢t❡r ❛ ❘✐❡t✈❡❧❞ r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❙r▼♥●❡2❖6✱ t❤❡
❦✲s❡❛r❝❤ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❋✉❧❧♣r♦❢ s✉✐t❡ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛ ♣r♦♣❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✳
❚❤✐s ❣✐✈❡s t❤❡ ♠♦st ♣♦ss✐❜❧❡ ❦ ✈❡❝t♦r ✭✵✳✵✱ ✵✳✹✷✺✱ ✵✳✵✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s t❤❡♥ r❡✜♥❡❞ t♦ ❜❡ ✭✵✳✵✱
✵✳✹✷✹✷✻✭✶✸✮✱ ✵✳✵✮ ❛t ✷❑✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ♠❛❣♥❡t✐❝ s❛t❡❧❧✐t❡ ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✭✶✱✲✶✱✵✮ ✐s
♠♦❞✐✜❡❞ ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✽✳ ❚❤❡ r❡✜♥❡❞ ❦ ✈❡❝t♦r ❛s ❛
❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❢r♦♠ ✹✳✺ ❑ t♦ ✶✳✺✺❑ ❜② ♣r♦✜❧❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✽✳
■t r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❦ ✐s t❡♠♣❡r❛t✉r❡✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ✐✳❡✳✱ ✐t r❡♠❛✐♥s
❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜✲❛①✐s ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ♠♦❞✉❧✉s ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✸✿ ❖❜s❡r✈❡❞ ✭s②♠❜♦❧s✮ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✭❧✐♥❡✮ ♣♦✇❞❡r ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s
❢♦r ❙r❈♦●❡2❖6 ❛t ✸✵✱ ✶✺ ❛♥❞ ✷❑✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ t✐❝❦ ♠❛r❦s s❤♦✇s t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡
♥✉❝❧❡❛r r❡✢❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❤❛s❡ ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ❜❧✉❡ t✐❝❦ ♠❛r❦s✳ ❚❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s ♠❛r❦❡❞
✐♥ r❡❞ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ❙r3❈♦●❡5❖14 ✐♠♣✉r✐t② ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✹✿ ✭▲❡❢t✮ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❙r❈♦●❡2❖6❀ ✭❘✐❣❤t✮ t❤❡
s❝❤❡♠❛t✐❝ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❤❡r❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ✇❡r❡ ❛❞❞❡❞ ❛r❜✐✲
tr❛r✐❧② ✐♥ ♦r❞❡r ❜❡tt❡r t♦ ❡①❤✐❜✐t t❤❡ tr✐❛♥❣✉❧❛r ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✺✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✜♥❡❞ ❈♦2+ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✻✿ ▲❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❙r❈♦●❡2❖6 ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ◆P❉
❞❛t❛✳
❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✼✿ ◆P❉ ♣❛tt❡r♥s ❛s ❛ ❢✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❤♦✇✐♥❣ ❛ ♠❛❣♥❡t✐❝ s❛t❡❧❧✐t❡ r❡✢❡❝t✐♦♥s
❛t ✹✳✺❑✳ ◆♦t❡✿ ❛rr♦✇s ♠❛r❦ t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥s✳
r❡❛❝❤❡s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② st❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡ ❛t ❛r♦✉♥❞ ✷❑✳
❋♦r s✉❝❤ ❛♥ ✐♥❝♦♠♠❡♥s✉r❛t❡ ❦ ✈❡❝t♦r✱ ♦♥❧② ❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ♦r ❛ s♣✐r❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ ❣r♦✉♣ t❤❡♦r②✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ❛ s✐♥❡✲✇❛✈❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ str✉❝t✉r❡ ✐s
❛ ❥✉st ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡ ♦❢ ❤❡❧✐❝❛❧ str✉❝t✉r❡s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ♦❢ ♦♥❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❙r▼♥●❡2❖6 ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ s♣✐r❛❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦✉r ♦❜s❡r✲
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✈❛t✐♦♥ ♦❢ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭s❡❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✮✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ s❡✈❡r❛❧
❦✐♥❞s ♦❢ s♣✐r❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
✈❡❝t♦r ❛♥❞ ♠♦♠❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ♣r♦♣❡r s❝r❡✇✱ ❝②❝❧♦✐❞❛❧✱ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝♦♥✐❝❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s✲
✈❡rs❡ ❝♦♥✐❝❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡s✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡♠✱ ♦♥❧② ❝②❝❧♦✐❞❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❡ ❝♦♥✐❝❛❧ s♣✐♥
❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ♥♦♥✲③❡r♦ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❜❡st ✜t t♦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝②❝❧♦✐❞❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥
❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝✐t② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❙r▼♥●❡2❖6✳ ❚❤❡ ❝②❝❧♦✐❞❛❧ s♣✐♥ ♦r❞❡r ✐s
❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts r♦t❛t✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✭❛✱❜✮ ♣❧❛♥❡ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
✈❡❝t♦r ❦y❂✵✳✹✷✹✷✻✭✶✸✮✳
❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ♦✈❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ s✐t❡s ♦❢ t❤❡ str✉❝✲
t✉r❡ ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿
mlj = Rejcos2π[k ·Rl + φj ] + Imjsin2π[k ·Rl + φj ] ✭✽✳✷✮
✇❤❡r❡ ❘❧❂♥1❛✰♥2❜✰♥3❝ ✐s ❛ ❧❛tt✐❝❡ ✈❡❝t♦r✱ φj ✐s t❤❡ ♣❤❛s❡ ❛♥❣❧❡ ✭✐♥ ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ✷π✮✱ ❘❡j ❛♥❞
■♠j ❛r❡ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ❋♦✉r✐❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦
❤❛✈❡ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts✱ ❤❡r❡✱ | Rej |=| Imj | ❛❧❧ ❥ ❛t♦♠s ❤❛✈❡
❡q✉❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❜❛s✐s ✈❡❝t♦r ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛s✿ ❋♦r r❡❛❧ ♣❛rt✿ ✭✉✱✵✱✵✮❀
❢♦r ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ✭✵✱✈✱✵✮✳ ❚❤❡ ❜❡st ✜t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♣❛tt❡r♥s ✇❡r❡
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❘✐❡t✈❡❧❞ r❡✜♥❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❛♥❣❧❡s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ▼♥ ❛t♦♠s ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ ✉♥✐t
❝❡❧❧ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
φMn1 = φMn3 = 0, φMn2 = φMn4 = −0.1572(48), ✭✽✳✸✮
❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❜✐ts ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡r❡ ❛r❡ ❢♦✉r ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛t♦♠ s✐t❡s ✐♥ t❤❡
✉♥✐t ❝❡❧❧✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❈ ❝❡♥t❡r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❝♦♥s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥❝♦♠♠❡♥s✉r❛t❡ ❦ ✈❡❝t♦r✱
t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ❝❛rr✐❡❞ ❜② ▼♥✶ ❛♥❞ ▼♥✸ ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❜❧✉❡ ♠♦♠❡♥ts
✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✷✵✮ ♦r ❜② ▼♥✷ ❛♥❞ ▼♥✹ ✭r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s r❡❞ ♠♦♠❡♥ts ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✷✵✮ ❝❛t✐♦♥s ❞✐✛❡r
❜② ✼✻➦ ✭✶✴✷❦✮✳
❚❤❡ ✜♥❛❧ r❡✜♥❡♠❡♥t ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ❢♦r t❤❡ ✷❑ ◆P❉ ❞❛t❛ ✐s s❤♦✇♥
✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✾✭❛✮✳ ❆ t♦t❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✹✳✵✾µB✴▼♥2+ ✇❛s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❙r▼♥●❡2❖6 ✇✐t❤ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ ❝ ❛♥❞ ❜ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✷✵✳ ❚❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥✜♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✭❛✱❜✮ ♣❧❛♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡② r♦t❛t❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜ ❛①✐s✳ ❊❛❝❤ ♦r❜✐t
❛❧♦♥❣ ❛ ❛♥❞ ❝ ❛①❡s ✐s ✐❞❡♥t✐❝❛❧✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ r❡✜♥❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ✐s
s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✾✭❜✮✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜❡❧♦✇
✹✳✺❑✱ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ♦r❞❡r✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❚N❂✹✳✺❑✱ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❝ ❛♥❞
❛❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❘❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t❤❡♦r②
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✱ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣♦✇❡r ❧❛✇ ❢♦r ♠❛❣♥❡t✐③❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ▲❛♥❞❛✉ t❤❡♦r② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ▼❂❛✭✶✲✭❚✴❚N ✮α✮β ❬✷✷❪✱ ❤❡r❡ β
✐s ❝r✐t✐❝❛❧ ❡①♣♦♥❡♥t✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡✜♥❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥t
✇❛s ✜tt❡❞✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❚N❂✹✳✼✸✭✷✮ ❑✱ α❂✲✸✳✸✽✭✸✽✮✱ β❂ ✵✳✸✼✽✭✶✺✮✱ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❍❡✐s❡♥❜❡r❣ ✸❉ ♠♦❞❡❧ ✭✵✳✸✻✼✮✳
215
Chapter 8: SrMGe2O6(M=Mn, Co): a new family of pyroxenes
❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✽✿ ✭✉♣♣❡r✮ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s❛t❡❧❧✐t❡ ♦❢ r❡✢❡❝t✐♦♥ ✭✶✱✲✶✱✵✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✭❧♦✇❡r✮ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❦ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡✜♥❡❞
❢r♦♠ ◆P❉ ❞❛t❛✳
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✾✿ ✭❛✮ P❧♦t ♦❢ r❡✜♥❡❞ ◆P❉ ❞❛t❛ ❛t ✷❑ ❢♦r ❙r▼♥●❡2❖6✳ ❙②♠❜♦❧s s❤♦✇ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
◆P❉ ♣❛tt❡r♥✱ ❛♥❞ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦♥❡✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♠✳ ✭❜✮ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡✜♥❡❞ ▼♥2+ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts✳
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✶✿ ✭❛✮ ◆P❉ ♣❛tt❡r♥s t❛❦❡♥ ❛t ✶✳✻❑✱ ✶✵❑ ❛♥❞ ✺✵❑✳ ✭❜✮ ◆P❉ ♣❛tt❡r♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ✶✵❑ ❛♥❞ ✺✵❑✳ ◆♦t❡✿ ❛rr♦✇s ✐♥ ✭❛✮ ♠❛r❦ t❤❡ str♦♥❣❡st ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❡❛❦s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧s♦
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■♥ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r ❝❤❛♣t❡rs✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ t❤❛t t❤❡ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ♦r❞❡r✱ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❈❛▼♥●❡2❖6
❛♥❞ ❈❛▼♥❙✐2❖6✱ ✐s ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ ✶❉ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ s♣✐♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❝❤❛✐♥s ❜② ✜tt✐♥❣ t❤❡
❞✐✛✉s❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❞❛t❛ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❡❧❧ ❛❜♦✈❡ t❤❡✐r ◆é❡❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❞✐✛✉s❡ s❝❛tt❡r✐♥❣
♣r❡s❡♥t ✐♥ ❙r▼♥●❡2❖6 s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ♣r❡✲♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ s♣✐♥s ✇✐t❤ ✸❉ ❝❤❛r❛❝t❡r✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡
✽✳✷✶✳ ❇② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ◆P❉ ♣❛tt❡r♥s t❛❦❡♥ ❛t ✶✳✻❑✱ ✶✵❑ ❛♥❞ ✺✵❑✱ t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢
❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛ ❛t ✶✵❑ ❛♥❞ ✺✵❑ r❡✢❡❝ts t❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛✉s❡ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ❚❤❡
❞✐✛✉s❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❞❛t❛ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ◆P❉ ♣❛tt❡r♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✵❑ ❛♥❞ ✺✵❑ ❛r❡
s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✷✶✭❜✮✳ ❚❤r❡❡ ❜r♦❛❞ ♣❡❛❦s ✭♠❛r❦❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✮ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ t❤❡ str♦♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡✢❡❝t✐♦♥s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ❜❡❧♦✇ ❚N ✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✷✶ ✭❛✮✳ ❚❤✉s✱
t❤✐s ❞✐✛✉s❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♣r❡✲♦r❞❡r✐♥❣ ♦❢ s♣✐♥s✱ ❛♥❞ ❝❛♥
♥♦t ❜❡ ✜tt❡❞ ❜② t❤❡ ✶❉ ♠♦❞❡❧ ✇❡ ❝♦♥str✉❝t❡❞✳ ◆♦ ❛♥♦♠❛❧② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ◆P❉ ♣❛tt❡r♥
❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❛t ✸✺❑✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ❢❡❛t✉r❡s s✉❣❣❡st t❤❛t t❤❡ s❤♦rt r❛♥❣❡ s♣✐♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t ✐♥
❙r▼♥●❡2❖6 ❛❜♦✈❡ ❚◆ ✐s ❞✐st✐♥❝t t♦ t❤❛t ✐♥ ❈❛▼♥●❡✴❙✐2❖6✳
❲❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ ❧❛tt✐❝❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❜② r❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ◆P❉
❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✶✳✻✲✶✵✵❑✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✶✻✱ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦❧❧♦✇ ❛
st❛♥❞❛r❞ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇✐t❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛❜♦✈❡ ❚N ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❆❋▼ ♠❛❣♥❡t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ✐s
❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② ❛❜r✉♣t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❛✱ ❜✱ ❝ ❛♥❞ ❜❡t❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t
♠❛♥♥❡rs✳ ❲❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❛✱ ❝ ❛♥❞ ❜❡t❛ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
✇❤✐❧❡ ❜ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡❝r❡❛s❡s✳
✽✳✸✳✹ ▼❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s
✽✳✸✳✹✳✶
✽✳✸✳✹✳✷ ▼✉❧t✐❢❡rr♦✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ❙r▼♥●❡2❖6
❚♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧②✲✐♥❞✉❝❡❞ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝✐t②✱ ✇❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
❜② ♠❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t ♦♥ ♣♦❧②❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❙r▼♥●❡2❖6✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡
♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t ❛t ✵❚ s❤♦✇♥ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✷✸ ✭❛✮ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ❛ ♣②r♦❝✉rr❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣s
❜❡❧♦✇ ❚N ✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❢♦r ❝✉rr❡♥t r❡❝♦r❞❡❞ ❛t ✵❚✱ ❛ ♣❡❛❦ ✇✐t❤ ✐♥❞✉❝❡❞
❝✉rr❡♥t ♦❢ ✵✳✾ ♣❆ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ❛r♦✉♥❞ ✹✳✷❑✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❢✉rt❤❡r ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡
♣②r♦❝✉rr❡♥t ❞❡❝r❡❛s❡s s❧♦✇❧② t♦ t❤❡ ❧♦✇❡st ♠❡❛s✉r❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✷❑✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❛t
t❤❡ s✐❣♥ r❡✈❡rs❛❧ ♦❢ ♣②r♦❝✉rr❡♥t ♦❝❝✉rs ❜❡❧♦✇ ❚N ♦♥ ❤❡❛t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❛❢t❡r ❛ ♣♦❧✐♥❣ ✜❡❧❞ ✇✐t❤
r❡✈❡rs❡ ❞❝ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❆❢t❡r ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t✐♠❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ P ❛t ✵❚✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥
✜❣✉r❡ ✽✳✷✸✭❜✮✱ ❛ ✜♥✐t❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs ❜❡❧♦✇ ❚N ✳ ❙♣♦♥t❛♥❡♦✉s ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
❛t ✷❑ ✐s ❛❜♦✉t ✵✳✻✸µ❈✴♠2 ✇❤✐❝❤ ✐s q✉✐t❡ t✐♥② ❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ t②♣❡✲■■ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝ ❛s✲
♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✶✱ t❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡r② ♥❛rr♦✇ s♣❛♥♥❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❛♥❣❡ ❜✉t
✇✐t❤ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♣②r♦❝✉rr❡♥t✳ ❚❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ P ❝❛♥ ❜❡ r❡✈❡rs❡❞ ❜②
t❤❡ ❞❝ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❡✈✐❞❡♥t❧② ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❙r▼♥●❡2❖6 ❜❡❝♦♠❡s ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝
s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❤❛s❡ ✇✐t❤ ❝②❝❧♦✐❞❛❧ s♣✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs✳
■♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✷✸ ✇❡ ❛❧s♦ s❤♦✇ t❤❡ ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t
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♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞s✳ ❲✐t❤ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✭❜❡❧♦✇ ✹❚✮✱ t❤❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ♣②r♦❝✉rr❡♥t ✐s
❡♥❤❛♥❝❡❞✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣②r♦❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥
❛r❡ ✷✳✸ ♣❆ ❛♥❞ ✶✳✹ µ❈✴♠2 ❛t ✹❚✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛❜♦✈❡
✹❚✱ t❤❡ ♣②r♦❝✉rr❡♥t ❛♥❞ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ❣r❛❞✉❛❧❧② s✉♣♣r❡ss❡❞ ❜❡❧♦✇ ❚N ✳ ❆s ❛
❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♥❞ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ s✐♠✐❧❛r ✐♥ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛t ✷❚ ❛♥❞ ✽❚✳ ❚❤✐s ❝♦♥tr❛st
♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❞❡✈✐❛t❡s t❤❡ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❛ ❛①✐s✳
❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐♥ ❙r▼♥●❡2❖6 ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧✱ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❝✉rr❡♥t
s✐❣♥❛❧ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t ❢❡❛t✉r❡s s✉♣♣♦rt t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❢❡rr♦❡❧❡❝tr✐❝✐t② ❜❡❧♦✇ ❚N ✳
❆❝t✉❛❧❧②✱ ❙r▼♥●❡2❖6 ✐s t❤❡ ✜rst ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✐♥ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣②r♦①❡♥❡s ✇✐t❤ ❜✐✈❛❧❡♥t
❝❛t✐♦♥ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ▼✷ s✐t❡✳
✽✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥
❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❜❡✇❡❡♥ ❙r▼♥●❡2❖6 ❛♥❞ ❈❛▼♥●❡2❖6✳ ❚❤❡ ❛♣✲
♣❛r❡♥t ✐♥❝r❡♠❡♥t ✐♥ ❛ ❛♥❞ ❜ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ ❙r▼♥●❡2❖6 ❣r❡❛t❧② ❛✛❡❝ts t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❝❡♥t t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✐♥ ♣②r♦①❡♥❡s✱ t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ▼♥✲▼♥ ✐s ❛ ❦❡② ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤✐s ❞✐st❛♥❝❡ ✐♥ ❙r▼♥●❡2❖6 r❡❧❛t✐✈❡❧② ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♥♦t ♠✉❝❤✱ ❜✉t t❤✐s
✐♥❝r❡❛s❡ ♠❛② ❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ str❡♥❣t❤ t♦ s♦♠❡ ❡①t❡♥t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❝♦♥s✐❞✲
❡r❛❜❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❛♥❣❧❡s ♦❢ ❖✶✲❖✷ ♣❛t❤✇❛②s ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ▼♥ ❝❛t✐♦♥s s✐tt✐♥❣ ♦♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣
❝❤❛✐♥s ♣r♦❜❛❜❧② ♠❛❦❡ t❤❡ ✐♥t❡r❝❤❛✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s str♦♥❣❡r✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦♥st❛♥ts
❢r♦♠ ✐♥t❡r❝❤❛✐♥ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ♦r ❛t s♦♠❡ s♣❡❝✐❛❧ ❛♠♦✉♥t t♦ t❤❡ ✐♥tr❛❝❤❛✐♥ ❡①❝❤❛♥❣❡✱ s♣✐r❛❧
♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ str♦♥❣ ❢r✉str❛t✐♦♥ ❛r❡ ♣r♦❞✉❝❡❞✳
■t s❡❡♠s t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ❛t s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❝ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✿ ❚❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡ ♦❢ ✶❉ s❤♦rt✲
r❛♥❣❡ ♦r❞❡r✐♥❣ ✐♥ ❈❛▼♥2●❡6❖ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ♣r♦♠♦t✐♦♥ ❜② ♠❛❣♥❡t✐❝ ❢r✉str❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ✸❉ ♠❛❣✲
♥❡t✐❝ ❡①❝❤❛♥❣❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❢r✉str❛t✐♦♥ ✐s ❜✉✐❧t ✉♣ ❜② str♦♥❣ ✐♥tr❛❝❤❛✐♥ ✐♥t❡r❛❝✲
t✐♦♥s ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✇❡❛❦ ✐♥t❡r❝❤❛✐♥ ♦♥❡s✱ t❤✐s ✐s ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥❀ ■♥ ❙r▼♥●❡2❖6✱ t❤❡
str✉❝t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❛♣♣❛r❡♥t❧② ♠♦❞✐✜❡❞✱ ❜✉t st✐❧❧ t❤❡ ❈✷✴❝ s②♠♠❡tr② r❡♠❛✐♥s✱ ❛♥❞ t❤✐s
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♠❛❦❡ ❙r▼♥●❡2❖6 ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❜❡✐♥❣ ❛t ❛♥♦t❤❡r ❜♦✉♥❞❛r② ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
♦❢ ❝♦♠♠❡♥s✉r❛t❡ ❆❋▼ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥❝♦♠♠❡♥s✉r❛t❡ s♣✐r❛❧ st❛t❡✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ♣②r♦①❡♥❡s ❝❛♥ ❜❡ t✉♥❡❞ ❜② ♣r♦♣❡r❧② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❚❤❡r❡ ❡①✐st s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝
♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❆♠♦♥❣ t❤❡♠✱ s♣✐♥✲❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦✲
❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝❛♥t❡❞ s♣✐♥ s✐t❡s✱ ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❡r② ♣♦✇❡r❢✉❧ ✐♥ ❡①♣❧♦r✐♥❣ ♥❡✇ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝s
❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ s♣✐r❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡s❬✷✶❪✳ ■♥ ❙r▼♥●❡2❖6✱ t❤❡
s♣♦♥t❛♥❡♦✉s ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝②❝❧♦✐❞❛❧ s♣✐♥ str✉❝t✉r❡ ❜❡❧♦✇ ❚N ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❝♦♥s✐st❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s♣✐♥✲❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧✳ ▲❡t✬s ✜rst ♠❛❦❡ ❛ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐♥t♦ t❤❡ ❝②❝❧♦✐❞❛❧ s♣✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❙r▼♥●❡2❖6✱
✇❡ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛♣♣r❡❝✐❛t❡ t❤❡ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❙r▼♥●❡2❖6✳
❚❤❡ s♣✐♥✲❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧② ❣✐✈❡♥ ❜②❬✶✾✱ ✷✵✱ ✷✶❪✿
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✹✿ ❘❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s♣✐♥ ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❙r▼♥●❡2❖6✳
P = aeij × (Si × Sj) ✭✽✳✹✮
✇❤❡r❡ ❛ ✐s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❝♦♥st❛♥t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s♣✐♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡
s♣✐♥✲♦r❜✐t ❝♦✉♣❧✐♥❣❀ ❛♥❞ ❡ij ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✉♥✐t ✈❡❝t♦r ❝♦♥♥❡❝t✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❝❛♥t❡❞ ♠♦♠❡♥t s✐t❡s✱
r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s s♣✐♥✲❝✉rr❡♥t ✢♦✇❀ ❙i ❛♥❞ ❙j r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝❛♥t❡❞ s♣✐♥s ♦♥ t✇♦
♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ s✐t❡s✳ ❲❡ ❞r❛✇ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② t❤❡ s♣✐♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜ ❛①✐s ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❦
✈❡❝t♦r ❞✐r❡❝t✐♦♥✮ ✐♥ ✜❣✉r❡ ✽✳✷✹✳ ❆❧❧ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥✜♥❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✭❛✱❜✮ ♣❧❛♥❡✱
❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ s♣✐♥ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲❝❧♦❝❦✇✐s❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❛♥② t✇♦ ♠♦♠❡♥t
s✐t❡s ✇✐t❤ ❝❛♥t❡❞ s♣✐♥s✱ t❤❡ s♣✐♥ ❝✉rr❡♥t ✢♦✇s ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✱ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ t❤❡ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ Ps ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛s ❛ r❡s✉❧t ♦❢ s♣✐♥✲♦r❜✐t❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❚❤✐s ✐s r❡✢❡❝t❡❞ ❜②
t❤❡ ❛❜r✉♣t ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ❥✉st ❜❡❧♦✇ ❚N ✳
❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ Ps ✐s ❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞ t♦ ❜❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ s♣✐♥✲♦r❜✐t
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛❧s♦ t♦ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ♦❢ s♣✐♥s✳ ❚❤❡ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡
♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❙r▼♥●❡2❖6 ✐s ♣r♦❜❛❜❧② ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ✈❡r② ✇❡❛❦ s♣✐♥✲♦r❜✐t ❝♦✉♣❧✐♥❣ str❡♥❣t❤
♦❢ ▼♥2+ ❝❛t✐♦♥s s✐♥❝❡ ✐ts ♦r❜✐t❛❧ ♠♦♠❡♥t ✐s ❣r❡❛t❧② q✉❡♥❝❤❡❞✳
✽✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❲❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s✱ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❙r▼●❡2❖6✭▼❂▼♥✱
❈♦✮ ✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ♥❡✇ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣②r♦①❡♥❡s✳ ❇♦t❤ ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥
❢r♦♠ ①✲r❛② ♣♦✇❞❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✭❙r❈♦●❡2❖6✮ ❛♥❞ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ✭❙r▼♥●❡2❖6✮
r❡✈❡❛❧ t❤❛t t❤❡s❡ ♥❡✇ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❜♦t❤ ❝r②st❛❧❧✐③❡ ✇✐t❤ ❈✷✴❝ s♣❛❝❡ ❣r♦✉♣✳ ❚❤✐s ❝r②st❛❧ str✉❝✲
t✉r❡ ✐s ❢✉rt❤❡r ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② r❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ♥✉❝❧❡❛r str✉❝t✉r❡ ✉s✐♥❣ ◆P❉ ✳
❋♦r ❙r❈♦●❡2❖6✱ ❜♦t❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts s❤♦✇ t❤❡
❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ❆❋▼ ♦r❞❡r✐♥❣ ❜❡❧♦✇ ✶✵❑✱ ❛♥❞ t❤✐s ✐s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ♥❡✉tr♦♥ ♣♦✇❞❡r ❞✐✛r❛❝✲
t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❙r❈♦●❡2❖6 ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
❢r♦♠ ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ✇❤❡r❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠♦♠❡♥ts ❛❧✐❣♥ ♠❛✐♥❧② ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❝✲❛①✐s ✐♥
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❈♦❖6 ♦❝t❛❤❡❞r❛ ❝❤❛✐♥s ❜✉t ❛r❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❆❋▼ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❝❤❛✐♥s✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
s②♠♠❡tr② ♦❢ ❙r❈♦●❡2❖6 ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② Pc✷1✴❝ ✭s❛♠❡ ❝❛s❡ ❛s ❈❛❈♦●❡2❖6✮✳
❚❤❡ ❞❝ ❛♥❞ ❛❝ ♠❛❣♥❡t✐❝ s✉s❝❡♣t✐❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❙r▼♥●❡2❖6 ✉♥❞❡r❣♦❡s
❛♥ ❆❋▼ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛t ✹✳✺❑✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ❛♥❞
♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❆ ❝②❝❧♦✐❞❛❧ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❢r♦♠ ♥❡✉tr♦♥
♣♦✇❞❡r ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ❛t ❧♦✇ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ s♣✐♥ ♠♦♠❡♥ts r♦t❛t❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✭❛✱❜✮
♣❧❛♥❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❜ ❛①✐s ✇✐t❤ ✐♥❝♦♠♠❡♥s✉r❛t❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❦y❂✵✳✹✷✹✳ ❆ s♣♦♥t❛♥❡♦✉s
♣♦❧❛r✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ❥✉st ❜❡❧♦✇ ❚N❂ ✹✳✺❑ ❜② ♣②r♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝✉rr❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞
r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝②❝❧♦✐❞❛❧ s♣✐♥ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ s♣✐♥✲❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡
♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥ ❙r▼♥●❡2❖6✳
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❈❛▼♥❙✐2❖6 ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ●❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♠♣♦✉♥❞ ❛♥❞
✶❉ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ s♣✐♥ ♦r❞❡r ✇❛s ❛❧s♦ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢
❈❛❈♦1−x▼♥x●❡2❖6 s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♦✛❡r❡❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ st✉❞② t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
♦♥ t❤❡ ▼✶ s✐t❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ♠❛❣♥❡t✐❝ ✸❞ ❝❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❞❞❡❞ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ❡♥❞
♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✇❡r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ♣r❡s❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts✳ ❚❤✐s
st✉❞②✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠✱ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✼✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ▼✷ s✐t❡ ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ❈❛2+ ❜② t❤❡ ❙r2+❝❛t✐♦♥✳ ❈❤❛♣t❡r
✽ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ s②♥t❤❡s✐s✱ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝
✷✷✾
Chapter 9: Summary and Outlook
❚❛❜❧❡ ✾✳✶✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ ❝r②st❛❧ str✉❝t✉r❡✱ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
▼✷▼✶❚2❖6✭▼✷❂❈❛✱❙r❀ ▼✶❂▼♥✱ ❈♦❀ ❚❂●❡✱ ❙✐✮✳ ❉✐st❛♥❝❡ ✭➴✮✳
P❛r❛♠❡t❡r ❈❛▼♥●❡2❖6 ❈❛▼♥❙✐2❖6 ❙r▼♥●❡2❖6 ❈❛❈♦●❡2❖6 ❙r❈♦●❡2❖6
❛ ✶✵✳✷✼✾✹✭✸✮ ✾✳✾✷✵✾✭✷✮ ✶✵✳✸✺✶✶✭✻✮ ✶✵✳✶✹✶✼✭✷✮ ✶✵✳✷✺✻✵✭✶✮
❜ ✾✳✶✼✺✻✭✸✮ ✾✳✶✸✼✵✭✷✮ ✾✳✹✷✵✹✭✺✮ ✽✳✾✼✻✼✭✷✮ ✾✳✷✾✼✵✭✶✮
❝ ✺✳✹✼✶✹✭✷✮ ✺✳✷✼✹✼✭✶✮ ✺✳✺✵✾✸✭✸✮ ✺✳✹✷✹✻✭✶✮ ✺✳✹✼✵✶✭✶✮
β ✶✵✹✳✷✹✹✭✷✮ ✶✵✺✳✶✷✽✭✸✮ ✶✵✹✳✼✵✵✭✷✮ ✶✵✹✳✽✽✺✭✶✮ ✶✵✺✳✺✽✽✭✶✮
▼✲▼✭❏✮ ✸✳✷✹✾✭✽✮ ✸✳✶✹✵✭✼✮ ✸✳✷✽✷✭✽✮ ✸✳✶✻✷✭✺✮ ✸✳✷✵✼✭✻✮
▼✲▼✭❏✶✮ ✺✳✾✶✽✭✼✮ ✺✳✼✹✵✭✼✮ ✺✳✾✼✺✭✼✮ ✺✳✽✹✽✭✺✮ ✺✳✾✷✸✭✻✮
▼✲▼✭❏✷✮ ✻✳✽✽✾✭✶✮ ✻✳✼✹✹✭✾✮ ✼✳✵✵✭✶✮ ✻✳✼✼✷✭✼✮ ✻✳✾✷✶✭✽✮
▼✲❖✶✲▼✭➦✮ ✾✹✳✵✭✹✮ ✾✶✳✽✭✶✮ ✾✼✳✺✭✷✮ ✾✺✳✼✭✶✮ ✾✽✳✹✼✭✾✮
❚N ✭❑✮ ✶✺ ✶✷ ✹✳✺ ✷✶ ✶✵
▼❙● ❈✷✬✴❝ ❈✷✬✴❝ ❈②❝❧♦✐❞❛❧ Pc✷1✴❝ Pc✷1✴❝
Pr♦♣❡rt② ❧✐♥❡❛r ▼❊ ❧✐♥❡❛r ▼❊ ▼❋ ✲ ✲
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤✐s ♥❡✇ ❢❛♠✐❧② ♦❢ ♣②r♦①❡♥❡s ❙r▼●❡2❖6 ✭▼❂▼♥✱ ❈♦✮✳
❚♦ r❡❝❛❧❧ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✐♥ ❛ ♠♦r❡ s②♥t❤❡t✐❝ ✇❛②✱ ✇❡ s✉♠✲
♠❛r✐③❡ t❤❡ ♠❛✐♥ str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ♠❛❣♥❡t♦✲❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
▼✷▼✶❚2❖6✭▼✷❂❈❛✱❙r❀ ▼✶❂▼♥✱ ❈♦❀ ❚❂●❡✱ ❙✐✮ ✐♥ t❛❜❧❡ ✾✳✶✳ ❋r♦♠ t❤✐s t❛❜❧❡✱ ✇❡ ❝❛♥ tr② t♦
❡①tr❛❝t t❤❡ ♠♦r❡ s❛❧✐❡♥t ❢❡❛t✉r❡s ❛♥❞ r❡❧❡✈❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ♦♥ t❤❡
✈❛r✐♦✉s ❝❛t✐♦♥ s✐t❡s✳
✭✐✮ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❚ s✐t❡✿ ❋r♦♠ ❈❛▼♥●❡2❖6 t♦ ❈❛▼♥❙✐2❖6✱ t❤❡ ❛ ❛♥❞ ❝ ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs ❞❡❝r❡❛s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❜② ❛❜♦✉t ✸✳✺✪ ❛♥❞ t❤❡ ▼♥✲❖✶✲▼♥ ❛♥❣❧❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❜② ✷✳✷➦❀ ❚❤❡
♦t❤❡r str✉❝t✉r❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs r❡♠❛✐♥ ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳ ❚❤❡ ❛❧t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s ✈❡r② ♠✐♥♦r✿ ❜♦t❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ✶❉ s❤♦rt r❛♥❣❡ ♦r❞❡r ❛r❡ ❝♦♥s❡r✈❡❞
❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❞❡❝r❡❛s❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❜♦t❤ ❈❛▼♥●❡2❖6 ❛♥❞
❈❛▼♥❙✐2❖6 ❡①❤✐❜✐t ❧✐♥❡❛r ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t ❛♥❞ ❢❡rr♦t♦r♦✐❞✐❝✐t②✳ ❚❤✐s ❛❜s❡♥❝❡ ♦❢ ❡✛❡❝t
♦❢ t❤❡ ❙✐✴●❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❝♦♥tr❛sts ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ tr✐✈❛❧❡♥t ✸❞ ♠❡t❛❧ ❝❛t✐♦♥ ❜❡❛r✐♥❣ ♣②r♦①✲
❡♥❡s ✭❡✳❣✳ ▲✐❋❡❙✐2❖6 ❛♥❞ ▲✐❋❡●❡2❖6✮ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ t②♣❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♦r❞❡r✐♥❣ ♠❛② ❜❡ str♦♥❣❧②
♠♦❞✐✜❡❞✳
✭✐✐✮ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ▼✷ s✐t❡✿ ❋r♦♠ ❈❛▼♥●❡2❖6 t♦ ❙r▼♥●❡2❖6✱ t❤❡ ♠♦r❡ s❛❧✐❡♥t ❢❡❛✲
t✉r❡s ❛r❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❜ ♣❛r❛♠❡t❡r ❜② ❛❜♦✉t ✷✳✻✪ ✉♣ t♦ t❤❡ q✉✐t❡ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✾✳✹✷ ➴✱
❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ▼♥✲❖✶✲▼♥ ❛♥❣❧❡ ❜② ✸✳✺➦✳ ■t ✐s str✐❦✐♥❣ t❤❛t t❤✐s str✉❝t✉r❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❢♦✉♥❞❧②
❛❧t❡rs t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ str✉❝t✉r❡ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❛r✐❡❞ ❢r♦♠ ❝♦❧❧✐♥❡❛r t♦ ❝②❝❧♦✐❞❛❧ str✉❝t✉r❡✳ ❆❝✲
❝♦r❞✐♥❣❧②✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ♣r♦♣❡rt② ✐s t✉♥❡❞ ❢r♦♠ ❧✐♥❡❛r ▼❊ ✭❈❛✮ t♦ ♠✉❧t✐❢❡rr♦✐❝ ✭❙r✮✳ ■♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❈♦✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❡✈❡♥ ❧❛r❣❡r ✭❛❜♦✉t ✸✳✺✪✮ ❜✉t t❤❡ ✈❛❧✉❡
✐s st✐❧❧ s♠❛❧❧❡r ✭✾✳✸✵ ➴✮ t❤❛♥ ❢♦r ▼♥✳ ■♥ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ▼♥ ❝❛s❡✱ ❤❡r❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt②
r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡ ❢r♦♠ ❈❛ t♦ ❙r✿ ♦♥❧② t❤❡ ♦r❞❡r✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡❝r❡❛s❡s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❢r♦♠
✷✶❑ ❢♦r ❈❛ t♦ ✶✵❑ ❢♦r ❙r✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❜ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛✐♥ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ✇✐❧❧ ✇❡❛❦❡♥ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❝❤❛✐♥s✳ ❋♦r t❤❡ ❈♦ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❝❤❛✐♥s✱ t❤✐s ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ✇✐❧❧ ❧♦✇❡r ❚N ✇❤✐❧❡
❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ s♣✐♥ ❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✳ ❋♦r t❤❡ ▼♥ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❤❛✐♥s ❛r❡ ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣✲
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♥❡t✐❝ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡r❝❤❛✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ t❤✐s str♦♥❣ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✐♥t❡r❝❤❛✐♥ ❞✐st❛♥❝❡s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✳
✭✐✐✐✮ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ▼✶ s✐t❡✿ ❋r♦♠ ▼♥ t♦ ❈♦✱ t❤❡ ♠♦st str♦♥❣❧② ❛✛❡❝t❡❞ str✉❝t✉r❛❧
♣❛r❛♠❡t❡r ✐s t❤❡ ▼✲▼ ❞✐st❛♥❝❡ ✇❤✐❝❤ ❞❡❝r❡❛s❡s ❜② ❛❜♦✉t ✷✳✼✪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s
s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❧❡ss r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ▼♥✲ ♦r
❈♦✲❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❝♦♠♣♦✉♥❞s✳❚❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❢❛❝t♦r ✐♥✢✉❡♥❝✐♥❣ t❤❡✐r ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐s r❛t❤❡r
t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ♦❝❝✉♣❛♥❝② ♦❢ t❤❡ ✸❞ ❝❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❡①tr❡♠❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❞♦♠✐♥❛♥t ❡①✲
❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❤❛✐♥s✳ ❋♦r t❤❡ ▼♥ ❝❛s❡✱ ❛t ❧❡❛st ❢♦r ❈❛✲❜❡❛r✐♥❣
♣②r♦①❡♥❡s✱ t❤❡ ❝❤❛✐♥s ♦r❞❡r ❛♥t✐❢❡rr♦♠❛❣♥❡t✐❝❛❧❧② ✇❤✐❝❤ ❝r❡❛t❡s ❛ ❝♦♠♣❡t✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s✉♣❡r✲
s✉♣❡r✲❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❝❤❛✐♥ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r✉str❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢
❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✶❉ s❤♦rt r❛♥❣❡ ♦r❞❡r❡❞ st❛t❡✳ ❆♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ♣②r♦①❡♥❡s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣
❞✐✈❛❧❡♥t tr❛♥s✐t✐♦♥ ♠❡t❛❧ ❝❛t✐♦♥s✱ ▼♥✲❜❡❛r✐♥❣ ♣②r♦①❡♥❡s✱ ✐✳❡✳✱ ❈❛▼♥●❡2❖6 ❛♥❞ ❈❛▼♥❙✐2❖6✱
❛r❡ ♦♥❧② ♦♥❡s ✇❤✐❝❤ ♣r❡s❡♥t s✉❝❤ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❢r✉str❛t✐♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ tr✐❛♥❣✉❧❛r✲❧✐❦❡ t♦♣♦❧✲
♦❣②✱ t❤❡ r❡st s❤❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ s②♠♠❡tr②✳ ❖✉r st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♣❤❛s❡ ❞✐❛❣r❛♠
❢♦r t❤❡ ❈❛❈♦1−x▼♥x●❡2❖6 s♦❧✐❞ s♦❧✉t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❢✉rt❤❡r ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦❡② r♦❧❡ ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝
❢r✉str❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡✳
✾✳✷ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s
❇② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ♥❡✇ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❛♥❞ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✉♥❞❡r♣✐♥♥✐♥❣ t❤❡
♠❛❣♥❡t✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✐♥ ♣②r♦①❡♥❡s✱ t❤✐s ✇♦r❦s ♦♣❡♥s ❛ ✇❡❛❧t❤ ♦❢ ❢✉t✉r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s t♦ ❜❡
❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✱ ❜♦t❤ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧✳
❚❤❡ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦rs ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♣②r♦①❡♥❡s ❛r❡ r♦♦t❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝
str✉❝t✉r❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ✶❉ s❤♦rt r❛♥❣❡ s♣✐♥ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❡✈✐❞❡♥❝❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ✐♥
❈❛▼♥●❡2❖6 ❛♥❞ ❈❛▼♥❙✐2❖6 ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ❝❧❛r✐✜❡❞✳ ❆s ♦✉r st✉❞✐❡s ✭❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✮ ❤❛✈❡
s❤♦✇♥✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ❞❡♣❡♥❞s str♦♥❣❧② ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱
✇❤✐❝❤ ✐♥ t✉r♥ ❛r❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ✜♥❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦✉r q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ❝r✉❝✐❛❧ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳
❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❜♦t❤ ❜② ❛❜ ✐♥✐t✐♦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✱ ♦r ❜② ❝❛rr②✐♥❣ ♦✉t ✐♥❡❧❛st✐❝ ♥❡✉tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❛✐♥ ❢✉rt❤❡r ✐♥s✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡s❡ ♣②r♦①❡♥❡ ❝♦♠✲
♣♦✉♥❞s✱ s❡✈❡r❛❧ t②♣❡s ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐ss✉❡ ✐s t♦
♣❡r❢♦r♠ ❞✐r❡❝t✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ ❧❛r❣❡ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧s✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣r✐s❡s ♠❛❣♥❡t♦✲
❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠❛❣♥❡t✐❝ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s✳
❙✉❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❢✉❧❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❡✛❡❝t
✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♣♦❧❛r✐③❡❞ ♥❡✉tr♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢❡rr♦t♦r♦✐❞✐❝
♦r❞❡r ✐♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ❝♦♠♣♦✉♥❞s✳
❈♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦♥ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧s ❝♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t♦ ❡❧✉❝✐❞❛t❡
t❤❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♠❡t❛♠❛❣♥❡t✐❝ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛t ♠♦❞❡r❛t❡❧② ❤✐❣❤ ✜❡❧❞s✳
❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❢✉t✉r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s r❡❧② ♦♥ t❤❡ ♦❜t❡♥t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❧❛r❣❡
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Chapter 9: Summary and Outlook
s✐③❡ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧s✳ ■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ t❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ ♣②r♦①❡♥❡ ❝♦♠♣♦✉♥❞s ✐s ♦❢t❡♥ r❡♣♦rt❡❞
❛s t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❝r②st❛❧s ✈✐❛ ❧♦♥❣ ❞✉r❛t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛t ❤✐❣❤ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡
s❛♠♣❧❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛r❡ ♦❢ s✉✣❝✐❡♥t s✐③❡ ❢♦r ❝r②st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❝ st✉❞✐❡s ❛♥❞ s♦♠❡t✐♠❡s ♠❛❣♥❡t✐❝
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧② t♦♦ s♠❛❧❧ ❢♦r s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧ ♥❡✉tr♦♥ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❡✈❡♥
♠♦r❡ ❢♦r ✐♥❡❧❛st✐❝ ♥❡✉tr♦♥ s❝❛tt❡r✐♥❣✳ ▼❛❣♥❡t♦❡❧❡❝tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦♥ s✐♥❣❧❡ ❝r②st❛❧s ❛❧s♦
r❡q✉✐r❡ ❧❛r❣❡ s❛♠♣❧❡s t♦ ❜❡ ❝✉t ❛❧♦♥❣ s♣❡❝✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥t♦ ✇❤✐❝❤ ❡❧❡❝tr♦❞❡s ❝❛♥ ❜❡
❛tt❛❝❤❡❞✳ Pr❡❧✐♠✐♥❛r② ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣ô❧❡ ❈r✐st❛✉①
▼❛ss✐❢s ♦❢ ■♥st✐t✉t ◆é❡❧ ❛♥❞ P❛s❝❛❧ ▲❡❥❛② t♦ ❣r♦✇ s✉❝❤ ❧❛r❣❡ ❤✐❣❤ q✉❛❧✐t② ❝r②st❛❧s ✉s✐♥❣ ❛♥
✐♠❛❣❡ ❢✉r♥❛❝❡✳ P♦s✐t✐✈❡ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙r▼♥●❡2❖6 s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤
✐s ✈❡r② ❡♥❝♦✉r❛❣✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ st✉❞✐❡s✳
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Synthèse et étude structurale et magnétoélectrique de 
composés multiferroïques de la famille des pyroxènes 
Résumé 
Cette thèse traite de la synthèse, et de l’étude des structures cristallines et magnétiques et 
des propriétés magnéto-électriques d’un système magnétique non trivial: la famille des 
composés pyroxène M2M1T2O6 (M2 = métal mono- ou bivalent, M1 = métal de transition di- 
ou trivalent, T = Si ou Ge). L'objectif réside dans l’étude de leurs propriétés magnétiques et 
multiferroïques sur la base de la compréhension de leurs structures. Cinq systèmes sont 
présentés, visant à comprendre comment la variation des structures affecte les propriétés 
magnétiques et magnéto-électriques qui en découlent. 
Nous avons synthétisé le pyroxène Cu0.8Mg1.2Si2O6 qui cristallise avec la structure de 
type bas-clinopyroxène, avec Cu2 + localisé sur le site M2 en raison de sa nature Jahn-Teller. 
Cela rend Cu0.8Mg1.2Si2O6 paramagnétique à toutes températures en raison de l'arrangement 
isolé des cations magnétiques. 
Les propriétés de CaMnGe2O6, ont été réétudiées par mesures de susceptibilité 
magnétique, chaleur spécifique et diffraction de neutrons. Des corrélations de spins 
unidimensionnelles à courte portée ont été attestées par l’ajustement par un modèle 
phénoménologique de mesures de diffusion diffuse magnétique de neutrons. L'effet magnéto-
électrique linéaire et la ferrotoroïdicité concomitante autorisés par la symétrie magnétique, ont 
été mis en évidence expérimentalement et théoriquement. Le composé CaMnSi2O6 a été 
synthétisé à haute pression et à haute température et étudié pour évaluer l'effet de la 
modification de taille sur le site T sur les propriétés magnétiques du système. Il apparaît que 
CaMnSi2O6 présente des propriétés magnétiques très similaires à celles de son homologue Ge: 
la symétrie magnétique et les propriétés magnéto-électriques sont conservées. 
Pour étudier l'effet de la substitution sur le site M1 occupé par des cations 3d magnétiques, 
nous avons étudié le diagramme de phase magnétique de la solution solide CaCo1-xMnxGe2O6, 
pour laquelle les deux membres extrêmes présentent des états fondamentaux magnétiques 
différents. Tous les composés présentent une transition de phase magnétique vers un ordre 
AFM. Jusqu'à x = 0.75, l’ordre AFM correspond à celui du composé x = 0. Pour les valeurs de 
x plus élevées, l'état fondamental correspond à l'ordre AFM du composé x = 1 (pur Mn). Un 
ordre magnétique à courte portée observé au-dessus de la transition AFM pour x>0.75 est 
attribué à des corrélations de spin unidimensionnelles induites par la frustration. Pour x voisin 
de 0.75, les deux types d’ordre AFM coexistent dans des domaines de compositions légèrement 
différentes. 
En outre, une nouvelle famille de pyroxènes à base de Sr, SrMGe2O6 (M = Mn, Co) a été 
synthétisée et étudiée, rendant accessible l'étude des relations magnéto-structurales liées à la 
substitution de cations sur le site M2. Nos mesures magnétoélectriques et les données de NPD 
indiquent que SrMnGe2O6 est un multiferroïque de type II avec un ordre magnétique caractérisé 
par une configuration de spins cycloïdale, tandis que SrCoGe2O6 présente une structure 
magnétique identique à celle de son homologue au Ca. 
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Synthesis, structural and magneto-electric properties of compounds 
belonging to the pyroxene family 
Abstract 
 
This thesis deals with the synthesis, crystal and magnetic structures and magneto-electric properties of 
a non-trivial magnetic system: the family of pyroxene compounds M2M1T2O6 (M2 =mono- or divalent 
metal, M1=di- or trivalent transition metal, T=Si or Ge). The focus of this thesis lies on multiferroic and 
exotic magnetic properties based on the understanding of their structures. Five systems have been 
investigated and presented aiming to understand how the structural variation affects the magnetic 
properties, and the ensuing magneto-electric properties. 
 We have synthesized a copper-bearing pyroxene Cu0.8Mg1.2Si2O6 which crystallizes with the low-
clinopyroxene structure, with Cu2+ located in the M2 site due to its Jahn-Teller nature. This makes 
Cu0.8Mg1.2Si2O6 paramagnetic at all temperatures due to the isolated arrangement of the magnetic cations.  
The properties of CaMnGe2O6, were re-investigated by means of magnetic susceptibility, heat capacity 
and neutron diffraction measurements. One dimensional short-range spin correlations were evidenced by 
fitting a phenomenological model to diffuse magnetic neutron scattering. The linear magnetoelectric effect 
and concomitant ferrotoroidicity allowed by the magnetic symmetry, were evidenced experimentally and 
theoretically. High pressure and high temperature synthesized CaMnSi2O6 was investigated to evaluate 
the effect of size modification of the T site on the magnetic properties of the system. It turns out that 
CaMnSi2O6 displays quite similar magnetic properties to its Ge counterpart: both the magnetic symmetry 
and magneto-electric properties are conserved.  
To study the effect of substitution on the M1 site occupied by magnetic 3d cations, we investigated the 
magnetic phase diagram of the CaCo1-xMnxGe2O6 solid solution, for which the two end members display 
different magnetic ground states. All compounds undergo a magnetic phase transitions to AFM ordering. 
Up to x=0.75 the low T AFM order corresponds to that of the x=0 (pure Co) end member. For higher x 
values, the ground state corresponds to the AFM order of the x= 1 pure Mn end member. Magnetic diffuse 
scattering observed above TN is attributed to one-dimensional short range spin correlations induced by 
frustration. For x close to 0.75, both types of AFM order coexist in domains of slightly different 
compositions. 
Moreover, a new family of Sr-based pyroxenes SrMGe2O6 (M=Mn, Co) was synthesized and 
investigated, making the study of magneto-structural relationships accessible for the substitution of cations 
on the M2 site. Magnetoelectric measurements and NPD data indicate that SrMnGe2O6 is a multiferroic 
of spin origin with a magnetic order characterized by a cycloidal spin configuration, while SrCoGe2O6 
should display the same magnetic structure as its Ca counterpart. The comparison between Sr- and Ca-
based pyroxenes from a structural viewpoint has been performed, and the relevant structural parameters 
for the magnetic ground states are also appreciated. 
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